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I: Indledning

Dette papir vil beskaftige sig med modellering af dynamikken i rentestrukturen med
udgangspunkt 1 det framework, der er blevet udviklet af Heath, Jarrow og Morton (HIM)
(1987)/(1991).

Der vil i den forbindelse blive startet med en diskussion af forskellen imellem de traditionelle
ligevaegsmodeller, sdsom Cox, Ingersoll og Ross (1985), og det arbitragebaserede framework
defineret ved Heath, Jarrow og Morton.

I gennemgangen vil jeg forst starte med at vise, hvorledes risikoparameteren i de
ligevagtsbaserede modeller bliver fundet. Herefter vil jeg, med obligationsprocessen in
mente, udlede den proces, som forwardpriserne ma forventes at folge. Yderligere vil
risikopraemien nér det er forwardprisen der betragtes, blive vist. Dette bliver gjort ved
anvendelse af det risikofri arbitrageargument.

Under antagelse om at volatilitetsstrukturen er deterministisk, vil der efterfolgende med
udgangspunkt i spotrente- og obligationsprisprocessen blive udledt de diffusionsprocesser,
som forwardrenter og forwardpriser folger. Herefter vil den risikoneutrale forwardrenteproces
blive bestemt, hvor det viser sig, at driften 1 forwardrenterne er fuldt ud defineret, nar forst
volatilitetsstrukturen for forwardrenterne er fastlagt.

I afsnit 7 vil jeg derefter foretage en klassificering af de volatilitetsstrukturer for
forwardrenterne, der hovedsageligt har varet behandlet 1 den empiriske litteratur. Hvor
hovedvagten vil blive lagt pa den sékaldte eksponentielle decay model.

I afsnit 8 vil der blive diskuteret, hvorledes fastlaeggelsen af volatilitetsstrukturen kan
foretages ved anvendelse af "noterede" priser pa nulkuponobligationer under hensyntagen til,
at volatilitetsstrukturen opfylder Markov egenskaben.

Afsnit 9 vil indeholde nogle betragtninger omkring implicit fastleggelse af
volatilitetsstrukturen. Hovedidéen til dette afsnit kommer fra Brown og Schaefers (1991)
affine rentestrukturmodeldiskussion, hvor de viser, hvorledes det er muligt at f4 bestemt den
implicitte volatilitetsstruktur som er indeholdt 1 traditionelle rentestrukturmodeller, sésom
Cox, Ingersoll og Ross (1985) og Vasicek (1977). Endvidere betragtes en ikke-lineaer
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rentestrukturmodel - nemlig Longstaff (1989).

Hvad angar den implicitte volatilitetsstruktur for multifaktormodeller betragter jeg her
Longstaff og Schwartz (1991), Vasicek og Fong (1991) og endelig den multifaktor gaussiske
rentestrukturmodel givet ved Langetieg (1980). Der vil endvidere i nogle af tilfeldende blive
vist, hvorledes man ad denne vej kan opstille HIM pendanten til de ligevaegtsbaserede
rentestrukturmodeller.

Endelig vil afsnit 10 beskaftige sig med invertering af spotrenteprocessen til matching af
initial rentestrukturen. Udgangspunktet i denne diskussion er Hull og White (1993), som i den
forbindelse ogsa relateres til resultaterne fra Babbs (1990)/(1993).

2: Ligevaegtsmodeller contra arbitragemodeller

Der eksisterer i princippet to typer af modeller til beskrivelse af dynamikken i rentestrukturen
- nemlig de ligevagtsbaserede og de arbitragebaserede.

I og med at udelukkelsen af arbitragemuligheder er et fundamentalt krav for ekonomisk
ligevaegt, kan man betragte ligevaegtsmodellerne som varende en delmangde af de
arbitragebaserede metoder. Dette indikerer dog ikke, at de to metoder kan betragtes som
varende direkte substitutter.

Den ligevagtsbaserede metode, sdisom Cox, Ingersoll og Ross (1985) (CIR) og Vasicek
(1977), fokuserer hovedsageligt pa prisfastsattelse af obligationer ud fra den aktuelle veerdi af
den gjeblikkelige spotrente (den risikofri rente). I disse modeller fungerer den aktuelle spot-
rente som dynamikkens underliggende tilstandsvariabel.

Obligationsudtryk findes herefter ved at lose en partiel differentialligning, som fremkommer
ud fra forudsatninger, enten eksplicitte eller implicitte, omkring praeferencestrukturen og
dynamikken i den underliggende tilstandsvariabel. En uheldig konsekvens af denne metode er,
at det ofte er nedvendigt med temmelig restriktive praeferenceantagelser for at finde et analy-
tisk udtryk (closed-form-solution) for den resulterende partielle differentialligning.

For eksempel kan det papeges, at CIR antager en logaritmisk praeferencestruktur.

Vasiceks metode afviger herfra i og med, at han ikke eksplicit foretager nogle antagelser
omkring praferencestrukturen. Dette gores derimod implicit, ndr dynamikken i spotrenten og
markedsrisikoparameteren er specificeret. Det er derfor vanskeligt at afgere, om Vasiceks
antagelse, at markedsrisikoparameteren er konstant, sammen med antagelsen at spotrenten
folger en O-U-proces, indikerer en preferencestruktur, som er mere eller mindre restriktiv end
den fra CIR-modellen.

Et resultat af at anvende ligevaegtsmetoden er, at den resulterende obligationsprisfunktion kan
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blive praeferenceathangig. Denne fastlaeggelse af praeferencestrukturen har dog sine fordele i
og med, at givet parametervardierne, kan priserne pa alle obligtioner uanset lobetid
bestemmes. Dette betyder altsa, at hele rentestrukturen kan fastleegges ved kun at kende et lille
antal parametre.

Metoden kan dog resultere i det uonskede resultat, at prisfastsettelsen af betingede fordringer
bliver preeferenceathengig, som i eksempelvis CIR (1985).

Den arbitragebaserede metode blev forste gang introduceret af Ho og Lee (1986). Ho og Lee
modellen er i modsatning til CIR og Vasicek modellerne en diskret model.

Ho og Lees metode afviger fra alle tidligere metoder for beskrivelse af dynamikken i
rentestrukturen. De tager nemlig intial rentestrukturen for givet og opstiller herefter restrik-
tioner pd, hvorledes diskonteringsfunktionen kan bevage sig over tid uden at disse bevagelser
kolliderer med det risikofri arbitrageargument. Dette betyder altsa, at denne metode, pga.
konstruktionen, vil matche initialrentestrukturen.

Ho og Lees model bliver dog opstillet for at prisfastsatte renteathangige betingede fordringer
- sdsom optioner - og ikke obligationer i sig selv.

De anvender principielt set det samme princip, som Black og Scholes anvendte til
prisfastsettelse af optioner, da de prisfastsatter fordringer, som om de bliver betragtet i en
risiko neutral verden. Altsa betingede fordringer prisfastsettes "uathengig" af
preferencestrukturen.

Heath, Jarrow og Morton (1987)/(1991) (HIM) har generaliseret og udvidet Ho og Lees
metode til kontinuert tid og ved at inkorporere mere generelle processer - dog i et anderledes
framework end Ho og Lee.

HIM fokuserer i modsatning til Ho og Lee pa dynamikken i forwardrentestrukturen i stedet
for diskonteringsfunktionen.

Ved at tage spotrentestrukturen som givet bliver det muligt for HIM og Ho og Lee at
inkorporere al den information der forefindes i rentestrukturen - sdsom implicitte
forventninger om fremtidige spot- og forwardrenter.

HIJM fokuserer pa processer for forwardrenterne som har en variansproces der er uathengig af
preferencestrukturen, da dette betyder, at prisfastsattelse af betingede fordringer kan foregé
uathangig af kendskabet til praeferencestrukturen.

Da HIM legger hovedveagten pd valueringen af betingede fordringer, underseger de hvorledes
forwardrenterne ma udvikle sig i en risiko neutral verden. Hvis det i deres framework skal
vare muligt at prisfastsatte obligationer, er det nedvendigt, at forwardrentebevagelserne
inkorporerer risikopraferencer, se Heath, Jarrow og Morton (1991) eller Jamshidian (1987)/
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(1990).

Dette betyder altsa, at for at identificere en proces for rentestrukturen i HIM's framework er
der to ting, der skal specificeres, nemlig markedsrisikoen og volatiliteten i forwardrenterne.

Det er imidlertidigt saledes, at preferencestrukturen og forwardrentevolatiliteten ikke kan
fastlegges arbitraert. HIM opstiller en reekke kriterier, som skal vare opfyldt, for at processen
for forwardrenterne og praferencestrukturen ikke kolliderer med det risikofri
arbitrageargument’'.

Det er dog pa trods heraf, som senere vil blive vist, muligt at opstille obligationsprisudtryk
som er uathengig af praeferencestrukturen, da det viser sig, at obligationsprisvolatiliteten i
visse tilfelde kan fungere som markedsrisikoparameteren®. Det vil altsa sige, at det
resulterende funktionelle udtryk er forenelig med en hvilken som helst "tilladt" form for
preferencestruktur.

Dette indikerer, som vil blive vist senere, at obligationsprisudtrykket som bliver udledt i dette
framework, 1 stil med Black og Scholes optionsprisformel, kun vil vare en funktion af
variansprocessen for forwardrenterne. Altsd en karakteristik af driften i forwardrenterne,
sdsom mean-reversion, behogver ikke at blive modelleret, da det eneste der behaves er den
funktionelle form pa forwardrenternes variansproces.

Det er nu muligt at specificere mere precist, hvad forskellen er imellem den traditionelle
ligevagtsmetode (CIR og Vasicek) og den arbitragebaserede metode (HIM og Jamshidian).

HJM's metode tager hele initialrentestrukturen som givet og tillader, at denne evolverer over
tid 1 henhold til en kontinuert stokastisk proces.

Ligevegtsmodellen derimod forudsetter forst, at spotrenten indeholder tilstraekkelig statistik
til at beskrive hele rentestrukturen. Derefter antager disse modeller, at spotrenten ikke kun er i
stand til at beskrive hele initial rentestrukturen men ogsa dynamikken i rentestrukturen. Disse
foruds@tninger bliver foretaget, da hovedformalet med disse modeller er at modellere
dynamikken i obligationspriserne ved anvendelse af kun et lille antal faktorer. Et praktisk
problem her er dog, at dette ikke vil garantere, at modellerne matcher initialrentestrukturen®.

Ligevaegtsmodellerne er selvfolgelig ogsa i stand til at prisfastsaette betingede fordringer, men
da de resulterende prisformler kan risikere at vaere praeferenceathangige er de ikke sé

! Disse betingelser vil blive taget op senere i papiret.
? Dette vil blive vist senere i papiret.

3 Deter dog pé trods heraf muligt at gere de ligevagtsbaserede modeller markedskonforme - dvs fa dem til at
matche initial rentestrukturen og initial volatilitetsstrukturen. Dette vil blive vist i afsnit 10.

5
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appellerende. Dette betyder nemlig, at det kan vere nedvendigt at skulle specificere markeds-
risikoparameteren, for at det er muligt at prisfastsette en afledt fordring.

Endnu en uensket egenskab ved de ligevagtsbaserede modeller beskaeftiger sig med,
hvorledes en meningsfuld fler-faktor model, som kan lgses analytisk, skal specificeres.
Selvom det er tilfaeldet, at der eksisterer analytiske losninger til multidimensionelle mean-
reversion processer, er det ikke indlysende, hvad disse faktorer skal reprasentere, eller om de
overhovedet skal indeholde en mean-reversion.

Jeg vil nu fortseette min gennemgang med at genkalde hovedargumenterne for
ligevagtsmodellerne, for jeg gir over i en narmere analyse af, hvorledes HIM's
arbitragemodel kan konstrueres.

3: Ligevaegtsmodeller for rentestrukturen

Usikkerheden i gkonomien er, som vanligt, defineret ved et sandsynlighedsrum (€,F,P), hvor
Q angiver hele udfaldsrummet, P er et sandsynlighedsméil og F er hendelsesrummet. Det
antages samtidig, at der eksisterer en m-dimensionel Wiener proces W = [W(t);0 <t <T <],
hvor komponenterne W (t), for i = {1,2,.....m} er uafthaengige* en-dimensionelle Wiener
processer med en drift lig nul (0) og en varians lig en (1).

Jeg vil nu opstille en en-faktor kontinuert model for rentestrukturen’, hvor denne ene faktor er
den risikofti rente.’

Det antages her, at den risikofri rente folger en stokastisk proces af Ito-typen saledes;
dar(t) = p@dt + o()dw 4))

hvor p(t) som er kendt pa tidspunkt t er driftskoefficienten, o(t) som ogsa er kendt pa
tidspunkt t er diffusionskoefficienten, og dW er en Wiener proces med folgende egenskaber:
(dW)* = dt, dtdW = 0 og (dt)* = 0. Det forudsattes endvidere, at p(t) og o(t) er tidsinvariante,

dvs u(t) = p og o(t) =o.

Hvis det antages, at der eksisterer en fordring P(t,T), som kun er athaengig af r og t vil P(t,T)

4 Uathangighedsantagelsen er dog ikke et fundamentalt krav. Det er kun fremsat her af praktiske arsager. En
sleekkelse pa denne antagelse vil da ogsa blive foretaget senere i notatet.

> Se Madsen (1995a) for yderligere information.

%Ud over det umiddelbare indlysende i at veelge den risikofti rente som denne ene faktor, er der ogsa en teknisk
fordel herved. Dette da det kan vises, at den risikofri rente under alle omstendigheder vil indgé i den fundamentale
partielle differentialligning ligemeget om den er valgt som tilstandsvariabel eller ej.

6
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ifolge Itos lemma tilfredsstille folgende partielle differentialligning (PDE):
2
ap.1) - |9 E(BttT) L SP@D, , LEPWD) o 4

or 2 &2
(0]
, SPT) odW
or
Ved anvendelse af det risikofri arbitrageargument kan den segte parabolske
differentialligning, som alle fordringer P(t,T) skal tilfredstille for at udelukke arbitrage
muligheder, formuleres som:
2
SP(QT) + SP(t,I) [”’ _ I‘(t)] + l o P(t91)02
8¢ or 2 &2 3

-rPt,T) =0

Denne udledning er som bekendt blevet udledt under den antagelse, at den stokastiske
tilstandsvariabel ikke var en "observerbar"’ fordring, eftersom markeds-risikoparameteren I’
indgar i den fundamentale partielle differentialligning.

Det risikofri arbitrageargument, som er blevet anvendt i udledningen af formel 3, har folgende
udseende:

un=r-i forI'(f) =T =)o 4)

som siger, at risikopremien kan betragtes som verende defineret ved en linezer model i n-
faktorer (her en), en for hver eneste usikkerhed, og hvor hver enkelt komponent i
risikopreemien er givet ved produktet af den padgaeldende risikofaktors kvantitet (c), og
ligevaegts kompensationerne for at patage sig den omhandlende risikoeksponering (A).

En rakke studier i litteraturen har udledt udtryk af samme form som formel 3, f.eks. Vasicek
(1977). I denne model er risiko-faktor-parameteren (I') bestemt eksogent, og er som navnt
tidligere antaget at vere konstant - dvs I' = Ac.

En anden metode, som resulterer i den samme fundamentale differentialliging, er blevet
anvendt af Cox, Ingersoll og Ross. I deres studier opstiller de en intertemporal ligevaegtsmo-
del, som inkorporerer forskellige gkonomiske variable, herunder renten og risiko-faktor-
parameteren - som her bliver bestemt endogent i modellen ved anvendelse af nytteteorien. I
denne model resulterer deres intertemporale ligevaegtsmodel i, at risikopraemien I" bliver
defineret som Ar.

7 Se Madsen (1995a) for en neermere forklaring pé udledelsen af den grundleggende partielle differentialligning,
hvis den stokastiske tilstandsvariabel er en "observerbar" fordring. Det skal dog navnes, at udtrykket "observerbar"
fordring her er anvendt til at definere om en fordring er handlebar. I den forbindelse skal det pointeres, at renter,
inflationssatser ol. ikke er at betragte som "observerbare" fordringer.

7
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En generel beskrivelse af drift- og diffusionsparameteren fra formel 1 som indeholder en lang
reekke af de 1 litteraturen foresldede en-faktor ligevagtsmodeller for rentestrukturen, og
dermed ogsé Vasicek og Cox, Ingersoll og Ross som specialtilfelde, kan skrives séledes:

n=x[6 - r]
og 5)
c =or’

Vasiceks model fremkommer nu ved at sette 0 = 0, k > 0, og ved endvidere at antage at k og 0
er tidsuathaengige. Processer med egenskaben, at k # 0 gar under navnet Ornstein-Uhlenbeck
processer, og nar det endvidere antages, at k¥ > 0 kaldes det for en elastisk-random-walk-pro-
ces. Dette medferer, at den endelige prisfunktion far felgende udseende:

8P,T) , 8P(tT) o L 1&PED) o _
St or [x[6 r] Ao] 2787-2 o2 rP(t,T) (6)

I denne formel er k, 6 og 6 positive konstanter. Den gjeblikkelige drift (0 - r) repraesenterer
en kraft, som tvinger processen imod dens langsigtede middelvardirenteniveau 6 med en kraft
proportional i forhold til afstanden fra dette langsigtede middelrenteniveau. k er en
konvergerings-hastigheds-parameter.

Cox, Ingersoll og Ross™ model fas derimod ved satte o = 0.5 og x # 0. En proces med den
navnte egenskab gar almindeligvis under navnet en "square-root" proces. Dette medforer, at
Cox, Ingersoll og Ross™ model kan formuleres séledes:

SPUT) . PG ra - 4 _ yoq o 18PED) o
3 U e s A CD ™

Med kendskab til det ovenstdende er det nu muligt at opskrive den relation, der beskriver
dynamikken i obligationspriserne, nemlig:

dP(t,T) = pP@T)dt + o,P(t,T)dW

hvor
— + + l 2 1
HP - MP,(taT) Pt(taT) 26 Prr(t’T) P(t,T) (8)
oP (t,T)
GP =
P@.T)

hvor P(t,T) er prisen pé tidspunkt t pa en nulkuponobligation der udleber pa tidspunkt T, og
fodtegnene repraesenterer partielle afledte.

4: Forwardprisen - relationen mellem spot- og forwardprisen
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Den forventede forwardpris i en verden under fuld sikkerhed om det fremtidige renteniveau er
givet ved:

_ P0,T)
F(.7) P00 )

Hvor F(t,T) er den pa tidspunkt 0 forventede forwardpris pa en fordring der leber fra tidspunkt
t til T. P(0,t) og P(0,T) er prisen pé tidspunkt O pa en nulkuponobligation der udleber pa
henholdsvis tidspunkt t og T. Altsa F(t,T) = E,[P(t,T)], dvs F(t,T) er den forventede spotpris
pa tidpunkt t, hvor E, er forventningsoperatoren for tidspunkt 0.

Validiteten af formel 9 kan nemt indses med kendskab til det risikofti arbitrageargument i en
verden under fuld sikkerhed og principperne i en kaedeinvestering. Da det eneste formel 9
siger er, at det at investere i en nulkuponobligation der udleber pa tidspunkt T, er det samme
som at foretage en kaedeinvestering i en t-periode nulkuponobligation for derefter at investere
det modtagne provenu pé tidspunkt t i en nulkuponobligation der har en lgbetid lig T-t.

Det interessante spergsmaél, der nu vil vaere relevant at stille, er - givet dynamikken i
spotprisen P hvorledes indvirker dette p4 dynamikken i forwardprisen F?

Dette spergsmaél kan uddybes lidt mere men kraver forst, at den overordnede dynamik 1
forwardprisen bliver specificeret, siledes:

dF(t,T) = pF@,T)dt + o F(t,T)dW

hvor
W, = uFFrF(t,I) + Ft(t,T) + %O_FZFrFrF(t’Dﬁ (10)
B GFF,F(t,T)
T TR

hvor y; og p° er henholdsvis driften i forwardprisen og forwardrenterne, o, og 6" er
henholdsvis volatiliteten i forwardprisen og forwardrenterne og r* er forwardrenterne.

Med kendskab til dette udtryk, er det nu muligt at specificere spergsmalet lidt yderligere,
nemlig - hvilken indvirkning har dynamikken i spotprisen P pa forwardprisens drift- og
diffusionskoefficient?

Med anvendelse af Itos lemma kan det vises, at forwardprisens dynamik vil kunne skrives
saledes:

dRT) = (D) - 1) - 0 OI0HT) - S ODF(LDdr

+ (o)1) - oyO)F(E,DAW (11)
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hvor p,(T) og py(t) er henholdsvis et udtryk for driften i en nulkuponobligation med en lebetid
lig T og t. Endvidere er 6,(T) og o,(t) henholdsvis definitionen af volatiliteten i en
nulkuponobligation som udlgber pé tidspunkt T og t.

I afsnit 2 blev det risikofti arbitrageargument i forbindelse med genereringen af en risikofti-
hedge hvad angér spotinstrumenter vist - nemlig formel 4. Det kunne nu vaere interessant at fa
undersogt, hvorledes det risikofri arbitrageargument kommer til at se ud, nar det er
forwardkontrakter der betragtes.

En metode til direkte at fa det risikofri-arbitrage-argument etableret er ved at konstruere en
hedgeportefolje bestdende af, i dette tilfeelde, to forwardkontrakter, se Jamshidian (1990). Jeg
vil dog for god ordens skyld gennemgé argumentationen nedenfor.

Betragt nu portefoljen X:
X = hF(t,T)) + (1 - BF(T,) (12)

hvor T, og T, repreesenterer udlgbstidspunkterne pa de til de enkelte forwardkontrakter
tilherende underliggende instrumenter.

Dynamikken i denne portefolje kan findes ud fra formel 11. Ved nu at anvende det risikofri
arbitrageargument betyder det, at hedge-ratioen h bliver af felgende form:

FtT,)o F,

= _ 13)
F(t,T2)c5F2 F(t,Tl)cSF1
Dette medforer, at folgende relation ma vaere opfyldt®:
g [0
b= 72 - )"F (1 4)
o O

saledes at risikopremien, ndr det er forwardprisen der betragtes, er givet som det relative
forhold imellem forwardprisens forventede afkast og volatilitet.
S: Dynamikken i forwardrentestrukturen

I forrige afsnit blev forwardprisens risikopraemie fundet ved at opstille en risikofri
hedgeportefolje. Da jeg er interesseret 1 at fa specificeret dynamikken i den gjeblikkelige

¥ Dette resultat er principielt identisk med HIM's (1987) condition C.2 "No-pairwise arbitrage opportunities
between bonds and the accumulation factor".

10
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forwardrentestruktur og ikke i en enkelt diskret observeret forwardrente, skal den ovenstaende
gennemgang principielt set betragtes i greensen T, ~ t og T, ~ T. Grunden til at jeg er
interesseret i den gje-blikkelige forwardrentestruktur er selvfelgelig, fordi jeg vil analysere
dynamikken i forwardrenterne i kontinuert tid.

For jeg starter pa den egentlige gennemgang, skal lige et par definitioner opstilles.

P(t,T) repraesenterer prisen pa tidspunkt t pd en nulkuponobligation der lgber til tidspunkt T,
for alle T € [0,1] og for alle t € [0,T], hvor t principielt set kan betragtes som den maksimale
lobetid. Endvidere kraves det, at P(T,T) = 1 hvilket betyder, at pa udlebsdagen skal
obligationen have en veardi lig den patrykte vardi.

Den gjeblikkelige forwardrente pa tidspunkt t, for T>t, r(t,T), er defineret som:

Py = - SmPED)

ST ; for alle T € [0,1] og alle t € [0,T] 15)

Ud fra formel 15 kan det ses, at 1'(t,T) repreesenterer den rente, som det er muligt at aftale pa
tidspunkt t pa en risikofri investering i en forwardkontrakt som leber fra tidspunkt T til T + a,
hvor a = 0.

Dette betyder, at det er muligt at udtrykke prisen pa en T-perioder nulkuponobligation saledes:

J (—}rp(t,s)ds)
P(tT) = Elexp" *

(16)
; for alle T € [0,1] og alle t € [0,T]
hvor E, er en forventningsoperator pé tidspunkt t.
Endvidere er spotrenten pé tidspunkt t givet ved den gjeblikkelige forwardrente pa en
forwardkontrakt som leber fra t til t + a, hvor a = 0, dvs:
r@®) = rfn ; for alle t € [0,1] 17)
De fire processer, jeg er interesseret i at undersgge sammenhangen imellem, er:
ar(t) = Wodt + o()aw (18)
dPt,]) = w(t.DP.Ddt + op(t,DPL,T)dW (19)
dr @, 1) = pf@¢,Ddt + ", Daw (20)

11
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dF(t,T) = p(t,DF,Ddt + o t, DF(t,T)dW (2]

Jeg vil i det efterfolgende ngjes med at beskeeftige mig med relationerne imellem spot- og
forwardrenteprocesserne samt processen for spotinstrumentet. Endvidere vil jeg referere til de
positive koefficienter o(t), 6,(t,T), 6.(t,T) og c'(t,T) samlet som volatilitetsstrukturen.

Det er indlysende, at der for alle 0 < t < T < 1 geelder folgende interne sammenhang hvad
angar de enkelte diffusionskoefficienter’:

T
op(t,T) = f ol (t,v)dv

og
80,(1,T)
o"(t.T) ST 22)
og
o) = o’ (t.D)
og
optt) = 0

I forbindelse med disse fire relationer skal her gives en forklaring pa, hvorledes det kan vare
at o,(t,t) = 0. Dette kommer af, at for t =t geelder, at P(t,t) = 1. Der er altsd ingen
prisusikkerhed som betyder, at volatiliteten ma veare lig nul (0).

Dette vil have folgende implikation for driftskoefficienten, nemlig:

dPp _ N
) wpt.Hdt + o, (t,Hdw
= da oy(t,f) = 0 fas (23)
ar@n _ _
P wp(t.Hdt = r(t)dt

dvs driften er lig den risikofri rente r(t).
Antagelse nr. 1
P(t,T) siges at veere dynamisk arbitragefri hvis:

A= g (24)

Bevis:

? Se Jamshidian (1990) side 18.
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Folger som en direkte konsekvens af formel 4, 13 og 23.

For at have defineret alle relationerne er det nodvendigt at f& bestemt p,(t,T) og p'(t,T). Deres
indbyrdes forhold kan formuleres siledes:

T
me(tT) = [Wi(ev)dy

og (25)
dup(t,1)
Ft.T) = -2
p @) ST
Ved anvendelse af Itos lemma er det muligt at i opstillet folgende udtryk for p“(t,T):
dup(t1)
WD) = ~——— + oD (T (26)
Bevis:
_ _S[E(nP(t,T))]
F(T) = -
w@n) ST
S LT) - ~ox(LT)
- WD = - 2 @7
oT
Sup(t.T)
= WD) = ———= + ot (T
oT
Qed'"’.

Med udgangspunkt i relationen for formel 29 er det ogsa muligt at fa defineret p,(t,T), nemlig:

T
up(t.T) = r(t) - f wtvdv + %ci(t,f) (28)
Bevis:
S (1,
% = W@ + ot " (1) (29)

ved at integrere dette fra t-T med hensyn til T, fds:

!0 Den anden linie i beviset stammer fra en anvendelse af Itos lemma pa InP(t,T).

13
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T
BT = wpt) = = [WiEw)dy + 2036
= da py(tr) = r(p) tl 30)

T
HtD) = 1) - [Wen)dy + ~GHeT)

Qed.

Vi er nu i en situation, hvor det er muligt at specificere den stokastiske proces for spotprisen
P(t,T), nemlig'":

dP@,T) = [r(t) + b@&DIPEDdt + cut.TP(E,T)dW

hvor

T
btT) = - f wtvydv + %Gi(tsT) K3))

T
op(t.T) = f o (t,v)dv

Det er endvidere med kendskab til, at der er felgende relation imellem spotprisens og
forwardprisens drift- og diffusionskoefficient'?,

MALT) = pp(tT) - r(2)
o (t,T) : o,(t.T) (32)

ogsa muligt at fa defineret processen for forwardprisen, séledes:

dF(t,T) = b, DFT)dt + o,(t,T)F(t,T)dW

hvor

T
bt,T) = - f w@vay + %Gf»(faT) (33)

T
op(t.T) = f o (t,v)dv

" Hvor det tydeligt ses, at formel 31 er ekvivalent med HIM's (1991) formel 9.

2 8e Antagelse nr. 1.

14
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Det er vist af HIM (1991), at prisen pa tidspunkt t pa en T-perioder nulkuponobligation kan
skrives sdledes':

mP(,T) = iPO.T) + [[r(s) + blsT)ds - % [cHs.ds
0 0

+ f o (s, T)dW(s)
0

hvor 34)

T
bLT) = - [ + 2o
og t r
op(t,T) = f o (t,v)dv

Endvidere kan forwardprisen udtrykkes som:

InF(T) = FO,T) + [b(s,T)ds - % [ohsTyds
0 0

+ [ops. D)
0

hvor 35)

T
bT) = - [We)dy + %ci,(t,z")
og t .
o (t.T) = f o' (t,v)dv

og forwardrentestrukturen pa tidspunkt t skrives som:

P = r70D) + [Wi(sDds + [o"(s.T)dWs) (36)
0 0

Endelig kan spotrenten pé tidspunkt t bestemmes ved at satte T =t i formel 36, saledes:

'3 Hvor denne relation er losningen til den stokastiske proces for spotinstrumentet fra formel 31.

15
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r@®) = rf0,0) + f uf(s,0)ds + f o (s,0)dW(s) (37
0 0

dvs spotrenteprocessen er identisk med forwardrenteprocessen, pa nar at her varierer bade
tids- og lebetidsargumenterne simultant.

6: Prisfastsattelse 1 en risiko-neutral gskonomi'*

Lad mig, for jeg begynder at undersege hvorledes processen for forwardrenterne skal
modificeres for at vaere forenelig med det risikofri-arbitrage-argument, forst lige genkalde
principperne for ligevaegtsmodellerne og prisfastsattelse i en risiko-neutral gkonomi.

Hvis man som alternativ til processen for spotrenten fra formel 1 betragter folgende
modificeret proces:

dar(t) = [n - I'ldt + cdW (38)

vil dette resultere 1 en partiel differentialligning helt magen til den fra formel 6. Hvor formel
38 er den risikoneutrale spotrenteproces, dvs driften er givet ved den risikofri rente.

Dette har den implikation, at forventningsoperatoren til den formelle lgsning
T
- f r(s)ds

PtT) = E Je !
altsa sige, at prisen findes 1 overensstemmelse med Cox-Ross-Mertons risiko-neutrale valu-
eringsargument.

bliver taget med hensyn til den modificerede stokastiske proces. De

Det skal dog pointeres, at den forventnings-prisfastsaettelses-hypotese, som implicit ligger i
formel 38, ikke indikerer, at den omhandlende hypotese er valid, men kun er en belejlig for-
mulering helt 1 stil med det risiko-neutrale valueringsargument for optionsteorien. Det er
faktisk séledes, at den lokale forventningsteori kun er valid for I' = 0",

Antagelse nr. 2

Det antages, at b(t,T) (se formel 31 og 33) er defineret som:

“THIM's (1991) terminologi, proposition 2-3: "Uniqueness of an equivalent Martingale probability measure or
the existence of an equivalent risk neutral economy".

15 Se Cox, Ingersoll og Ross (1981) afsnit IV for et bevis herfor.
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bET) = G,tDT for T = ) (39)

Bevis:

Fra antagelse nr. 1 vides, at markedsrisikoparameteren for henholdsvis spotprisen og
forwardprisen er defineret som:

wtD) ~ )
ST

og (40)
up(tan - up(tat) _

o,(t,) - o) T

hvor op(t,t) = 0 og w,(t,t) = r(t), sdledes at A, = A.
Formel 39 folger direkte heraf, da b(t,T) = u-(t,T) = up(t,T) - r(2).
Qed.

Ved avendelse af formel 31 og 39 fas:

T
f wtvdv = %Gi(t,f) - o, DI (41)
t

Differentiering af dette udtryk med hensyn til T giver:
WD) = o't DoytD) - o' ()T

42
~ WD) = o DloeD) - T] @

Séaledes at den modificerede proces for forwardrenterne kan skrives saledes:
drF(6,1) = [6"(t,Doxt,D) - T1dt + o (¢, AW (43)

Formel 43 er altsa den arbitrage-fri forwardrenteproces i en risiko-neutral gkonomi. Den er
altsa pendanten til formel 38 - dvs et udtryk for den arbitrage-fri renteproces i en risiko-neutral
verden. Det kan altsa udledes, at formel 43 principielt set er Cox-Ross-Mertons risiko-neutrale
valueringsargument anvendt pa processen for forwardrenterne.

I forbindelse med relationen fra formel 43 er det dog vist af HIM, at ved anvendelse af
Girsanovs teori er det muligt at @ndre driften for forwardrenteprocessen, séledes at den

17
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praferenceafhaengige parameter (I') teknisk set falder bort'® - nemlig ved alternativt at

betragte folgende eekvivalente Wiener proces:

dW = dw - Tdt

som kaldes for den risiko-neutrale Wiener proces.

Dette resulterer i, at formel 43 kan omskrives saledes:

dr Ft,1) = " (t. D)ot Ddt + o"(t,NdW

T
= | ", D) f of(tv)dv|dt + of(t,T)aW

(44)

(45)

som indikerer, at forwardrentestrukturen med hensyn til den risikoneutrale Wiener proces pa

tidspunkt t kan skrives som:

t T t
rf@e,1) = rfo,1) + foF(s,T) ch(s,v)dvds + ch(s,T)dW(s)
0 s 0

Herefter kan spotrenten findes ved at sette T = t, saledes:

r@®) = rfoi) + f o (s,0) f of(s,v)dvds + f o (s,6)dW(s)
0 s 0

Endvidere kan forwardprisen skrives som:

Tt v
InF(t,T) = InF(0,T) + f f o (s,v) f o (s.y)dydsdy
t0 K

t

- % f 612>(S>T)ds + f GP(SJ)dW(S)
0

0

og slutteligt kan prisen pd en T-perioders nulkuponobligation udtrykkes som:

' For et bevis henvises til Madsen (1995¢).

18
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Tt v

InP(t,T) = InP(0,T) + f r(s)ds + f f o'(s,v) f o (s,y)dydsdv
0 t0 s

t

- % f Gi(s,])ds + f GP(S,T)dW(s) 49)
0

0

T
hvor  o,(t,T) = f of'(t,v)av

Heraf fremgér det tydeligt, at markedsrisikoparameteren er faldet bort og er erstattet med et
udtryk (en drift), som kun indeholder volatiliteten over lgbetidsspektret, dvs
volatilitetsstrukturen. Det har den implikation, at prisfastsettelse af betingede fordringer kan
foretages uathengig af preeferencestrukturen'’.

Hvad derimod angér ligevaegtsmodellerne, er det vist af CIR (1985) side 398, at der er et
interaktivt forhold imellem processen for obligationspriserne, spotrenteprocessen og
markedsrisikoparameteren som betyder, at de ikke kan fastlaegges isoleret fra hinanden, da der
ellers er risiko for, at dette vil kollidere med det risikofti argitrageargument'®. Endnu et
forhold hvad angér ligevaegtsmodellerne er, at kravet om specifikke relationer imellem de
parametre der indgér i spotrenteprocessen kan resultere i den uheldige egenskab, at
prisfastsattelse af betingede fordringer ikke kan foregd uatheengigt af praferencestrukturen'’.

I ligevaegtsmodellerne kan en fastleggelse af risikoparameteren, enten eksplicit (som i CIR-
modellen) eller implicit (som i Vasicek-modellen), altsa veere nedvendig. I
arbitragemodellernes framework (HIM) er det derimod muligt at eliminere
markedsrisikoparameteren for valueringsudtrykket.

7: Fastleggelse af volatilitetsstrukturen

For at veere 1 stand til at anvende klassen af HIM-modeller for rentestrukturen i1 praksis er det
nedvendigt at estimere den volatilitetsstruktur, der driver forwardrentestrukturen.

17" Se Madsen (1995¢).

'8 T Madsen (1994a) er der i afsnit 5 yderligere anvist, hvorledes relationen skal vere imellem risikoparameteren
og obligationspris volatiliteten for at de er forenelige med det risikofri arbitrageargument. Jeg angiver altsa, hvilke
betingelser der skal vare opfyldt, for at processen er at betragte som varende arbitragefri. CIR (1985) side 398
foretager principielt set det modsatte i og med, at de giver et eksempel pa en arbitreer fastsat risikoparameter som ikke
er forenlig med det risikofri arbitrageargument.

1 Se HIM (1991) afsnit 8 hvor det er vist, at CIR modellen precis indeholder dette problem. I afsnit 10 vil dette
blive nermere diskuteret og endvidere vil en made at lose dette problem blive anvist.
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Dette betyder principielt, at det er nedvendigt at postulere en eller anden funktionel form for
volatilitetsstrukturen.

Det antages her, at volatiliten er deterministisk. For eksempler pa modeller, som slakker pa
denne forudsatning, dvs betragter volatilitesstrukturen i et stokastisk framework, henvises til
Longstaff og Schwartz (1991), Vasicek og Fong (1991)*° og Dupire (1995).

Jeg vil i dette afsnit betragte nogle eksempler pé arbitreert fastsatte volatilitetsstrukturer. Der
teenkes iser pa de to tilfelde, der indtil nu i litteraturen har veeret flittigst citeret, nemlig den
kontinuerte tids version af Ho og Lees (1986) model og den arbitragebaserede version af
Vasiceks (1977) model, den sakaldte "eksponential”" decaying model.

For jeg starter pa at gennemga forskellige parameteriseringer for volatilitetsstrukturen, er det
relevant at opstille udtrykket for en helt generel n-dimensionel forwardrenteprocess. En sadan
generel proces kan udtrykkes séledes:

dr (1) = Weds + Y. g (tDIAW, - Tode (50)
i=1

hvor pf(t,T) og g(t,T) er deterministiske funtioner og I'(t) er en (eventuel tidsathengig)
markedsrisikoparameter, som kan henfores til den usikkerhed den 1'te Wiener proces W, har
pé forwardrentestrukturdynamikken. I henhold til forrige afsnit fastlegges p'(t,T) entydigt ud
fra volatilitetsstrukturen g(t,T). Dette for at gere de relative obligationspriser til martingales
under det risikojusterede sandsynlighedsmal.

Dette betyder alts, at modellen hvad angér prisfastsattelse af betingede fordringer er fuldt
specificeret, nar g,(t,T) er fastlagt.

Det fremgér ogsd tydeligt ud fra formel 50, at for at modellen kan betragtes som varende en
generel model for obligationsprisdynamikken, kraver det, at den stokastiske proces, der driver
risikoparameteren bliver bestemt. Hvis dette ikke gores, er det nemlig ikke muligt at
bestemme det forventede afkast pd en given obligation.

Ved omvendt argumentation kan det altsa fastslas, at i1 prisfastsattelsen af betingede
fordringer er det ligegyldigt, om man kender driften i det underliggende instrument eller e;j.
Dette er da ogsa helt identisk med Black og Scholes (1973) formel, hvor driften i aktieprisen
ikke indgér i1 valueringsudtrykket for optionspriserne.

Jeg vil indskraenke mig til at betragte en 3-faktor model (dvs n=3) for bevagelsen i forward-
rentestrukturen, dette da alle empiriske undersegelser der er foretaget pa dynamikken i
obligationspriserne indikerer, at 3-faktorer stort set er i stand til at forklare hele dynamikken i
rentestrukturen, se bl.a. Garbade (1986) og Litterman og Scheinkman (1988) pa det

2% Se Madsen (1995¢).
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amerikanske marked og Dahl (1989) og Madsen (1995b) pé det danske marked.

En sddan 3-faktor model er blevet foreslaet af Flesaker (1990a), hvor han postulerer folgende
funktionelle former for hver af de 3 g-funktioner:

gl(t,T) =0, > 0
&tT) = 6e ™0 >0 (51)
_ _ _ 2
g,t.T) = o,e Y

Denne 3-faktor model kan herefter fastlaegges eksplicit ved at estimere den ukendte
parametervektor X = {c,, 6,, 0;, K, K,, } under bibetingelsen, at alle g-funktionerne skal vere
positive.

Hvad angar den forste faktor, g,(t,T), bestar dennes indvirkning i additive sted til
forwardrentestrukturen. Den anden faktor, g,(t,T), er hovedsageligt en faktor, som har
indvirkning pa forwardrentestrukturens "korte" ende, da den gar mod nul for t -~ T. Den tredie
faktor, g,(t,T), har kraftigst indvirkning for obligationer med en lebetid lig { og falder for bade
"korte" og "lange" lgbetider.

En generel volatilitetsstruktur, som indeholder en raekke af de volatilitetsstrukturer der har
vearet foresléet 1 litteraturen, kan skrives séledes:

gl =

_ _ _ 2
[0, - 1) + 0, + Ope wI-9 c,e AT -1 C)]rF(t,T)"

1 (32)
or vel0,=,1
Folgende skema til klassificering af de 1 litteraturen foreslaede volatilitetsstrukturer kan
hermed opstilles:
Volatilitetsstruktur Funktionel form Reference
Absolut (Ho og g()=o¢, HIM (1987)/(1991),
Lee): Jamshidian (1987),
Amin og Morton (1993)
Square-root: g() = o, (t,T)" Amin og Morton (1993)
Proportional: g() =o,r(t,T) HIM (1990), Amin og
Morton (1993)
Lineer absolut: o() =0, + o,(T-t) Amin og Morton (1993)
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eksponential:

Ky(T-t-0)’]

Eksponential (Vasi- | g() = o,exp[-«x(T-t)] HIM (1991), Brenner

cek): (1989), Jamshidian
(1987), Amin og Morton
(1993)

Lineer proportional: | g() = [0, + o,(T-1)]r(t,T) Amin og Morton (1993)

Lineer eksponenti- | g() = o, + o,exp[-«(T-t)] HIM (1991)

al:

Lineaer udvidet g() = o, + o,exp[-k(T-t)] + o expl[- Flesaker (1990a)

Inden for rammerne givet ved formel 52 er det selvfelgelig muligt at konstruere flere
forskellige volatilitetsstrukturer end de ovenfor anviste. Eksempelvis kunne navnes en linesr
proportional eksponential volatilitetsstruktur, som i den henseende vil kunne udtrykkes

saledes:

linecer proportional eksponential:
20 = [0, + o,e ™ O F(e,T) (53)

Hvor dette udtryk fremkommer ved i1 formel 52 at sztte v=1, 5, og 5, = 0.

Hvis nu jeg vender tilbage til den 3-faktor volatilitetsmodel som er defineret ved formel 51,
kan der opstilles folgende udtryk for dynamikken 1 forwardrentestrukturen:

dr F(t,1) = W, Ddt + o, dW, (1) + o,e ™~ dW (1)

— T_
+ oy

_2 L~
A

(54)

Det vides fra afsnit 6, at forwardrentestrukturens risikoneutrale drift kan udtrykkes ved
volatilitetsstrukturen, som for nerverende model kan vises at blive af folgende form:

T
@D = of(t,7) f of(t,v)dv

2

(o]
=6} (T - £) + —e T 0[] - ¢*T-0] (55)

K
g oo Ao
K, 2 2

Hvor N(.) er den standardiserede normalfordeling.
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Denne 3-dimemsionelle forwardrentestrukturmodel er identisk med den model, som blev
foreslaet af Flesaker (1990a).

I forbindelse med specifikation af en eller anden stokastisk rentestrukturmodel er det ikke
tilstreekkeligt bare at specificere driften for spotrenten, som i Vasicek modellen, da der er et
interaktivt forhold imellem risikoparameteren og spotrenteprocessen som ger, at de ikke kan
veelges uathangigt af hinanden.

Det er nemlig muligt, som vil blive vist nedenfor, at konstruere en O-U proces for spotrenten
ved anvendelse af den kontinuerte tids version af Ho og Lee modellen ved et passende valg af
funktionel form for risikoparameteren.

Nedenfor vil jeg yderligere vise, at hvis volatilitetsstrukturen i HIM's framework bliver speci-
ficeret som den ovenfor sdkaldte eksponential model, vil det resultere i en prisfunktion af
ngjagtig samme udseende som den udledt af Vasicek.

Lad os nu ferst betragte folgende HIM model:
drFt,T) = (6W(T - ) - o D)dt + o, dW,(0) (56)

Der som vist af bl.a. HIM (1987) er den kontinuerte tids version af Ho og Lees model. De
viser yderligere, at Ho og Lee modellen kun vil konvergere til en sin kontinuerte tids granse,
hvis binomialsandsynligheden er identisk med den risikoneutrale sandsynlighed. Det kan altsa
konkluderes, at Ho og Lees model kan betragtes som en model, der fungerer under
risikoneutralitet - dette blev ogsd navnt indledningsvis.

Forwardrentestrukturen vil med udgangspunkt i formel 36 kunne skrives séledes:

P = r O + [Ws.Dds + [0 (sDAWs)
0 0

t ; t (37
= r70,0) - o,[Tds + o] T - = dw,
rf0.1) - o, [Tds + i T =~ —| + o [dW\(s)
0 0
Dette betyder, at spotrenten féar folgende udseende:
t 0'2t2 t
rEen = rf0) - o f Tds + — + o, f dW (s) (58)
0 0
Vasicek antager i sin model, at spotrenten felger en Ornstein-Uhlenbeck proces, saledes:
drf(t,p) = x(® - rf(tp))dt + odW (59)
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I denne formel er k, 6 og 6, som navnt tidligere, positive konstanter.

Ved at antage at markedsrisikoparameteren er konstant, kan felgende funktionelle form for
prisen pa en T-perioder nulkuponobligation udledes:

P(t,T) =e4@r7eh + BO)

-1

hvor A(t) = %
og B(© = £ 1 - ™) - R - %%2(1 - e (60)

Ao 162
or R(x) =0 - =— - ——
Je (=) i

Hvor 1 repraesenterer restlobetiden, dvs T-t.

Med kendskab til at der er folgende relation imellem forwardrentestrukturen og

obligationspriserne:
P = —Lngg’n (61)
finder man folgende udtryk for r'(t,T):
rf@ ) = -rf(tp SA&D - SBé;T)
(62)

2
= R(oo) - [R(eo) -7 F(t,t)]e «T -9 4 %%e -«(T - t)[l e (T - t)]

Hvis Itos lemma anvendes pé dette udtryk, finder man den for Vasiceks model implicitte
stokastiske proces, der driver forwardrentestrukturen, siledes®":

0% _r- (T - (T -
F - ®(T - o) _ «(T - 67 _ x(T -9
dar "(t,T) —Ke [1 -e 1 - Aoe dt (63)

+ oe T - 9gw

For A =T, dvs markedsrisikoparameteren er en konstant.

2! Hyis laeseren selv skulle finde pé at foretage denne udledning, vil han/hun opdage at jeg har skiftet fortegn pa
leddet indeholdende lambda. Forklaringen pa at dette fortegnsskift er tilladt, er, at min R(e) afviger fra Vasiceks
originale R(e) pa den méde, at han har et plus foran leddet indeholdende lambda. Grunden til at jeg har et minus her
stammer helt tilbage til specifikationen af processen der driver obligationspriserne, hvor Vasicek udtrykker

dP = pdt - c,dW , hvoridhBd feglugdlkikers ,dW . Hermed kan det inc
tilladt.
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Ved at betragte dette udtryk ses det, at den implicitte volatilitetsspecifikation for
forwardrentestrukturen er identisk med den eksplicitte fastsatte volatilitetsspecifikation fra
HIJM's eksponential model.

Det sporgsmaél der nu klart stiller sig er, om Vasiceks implicitte drift for forwardrenterne er
identisk med driften fra HIM's eksponentiale volatilitetsmodel.

Det kan nemt vises at veare tilfeeldet, saledes:

T
Eldr F(t,D)] = |o7(.]) f of(t,v)dv - o"(t, )T |dt
¢ (64)

= ﬁe _(,(T - t)[l - e —ﬂ(T - t)] - oe _(,(T - t)r
o

Hvor det tydeligt fremgér, at for A =I" er de 2 specifikationer identiske, dvs Vasiceks model
opfylder HIM's driftspecifikation.

Hvis nu processen for spotrenten fra formel 59 betragtes, medferer det, at spotrenten kan
findes saledes:

rfn = rf0,0) + fx[e - rf(s,0)lds + o de(s) (65)
0 0

Lad mig nu genkalde spotrentefunktionen, som fremkommer ved anvendelse af den
kontinuerte tids version af Ho og Lees model fra formel 58, saledes:

2
ot?

rfte) = rf00) - o, f Tds + + o, f aw (s) (66)
0 0

Dette indikerer, at for W(t) = W ,(t) og 6 = 5,, og ved i formel 66 at satte :

y c’t? y 1
fI‘ds == - fn[e - rF(s,0))ds|— (67)
1] 2 0 o

vil det resultere i, at spotrenten folger en Ornstein-Uhlenbeck proces.

Ud fra det ovenstaende kan det konkluderes, at en isoleret fastleeggelse af den proces der
driver spotrenterne ikke vil vere tilstraekkelig til at identificere en specifik proces.

En entydig og specifik proces kraver nemlig, at processen der driver enten
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forwardrentestrukturen eller spotrenten fastleegges eksplicit samtidig med, at den stokastiske
proces der driver risikopreemieparameteren ogsa bliver defineret.

Endnu et forhold kan udledes ud fra det ovenstaende, og det er, at der ikke er nedvendigt at
specificere mean-reversion, da mean-reversion kan opnés ved passende valg af volatilitets-
struktur.

8. Duplikering af Preferencestrukturen
Prisen pd en nulkuponobligation i en m-faktor-model, under hensyntagen til at der er

uathangighed mellem de enkelte Wiener processer for rentestrukturdynamikken, kan findes
ved anvendelse af formel 16, saledes:

T m Tt v
P(T) = exp - [r7Op)dy - 3 [ [o"(s;v3i) [0 (s.si)dydsdv
t =159 s
m Tt . (68)
X exp —ZI: f f o (s,v;i)dW (s)dv
=0
hvor dW(s) = dW(s) - T(s)
Hvor dette udtryk kan omskrives saledes:
Tt v
P(0,7) < . .
P(tT) = ——Zexp|- of (s,v;i) [0 (s,y:0)dydsd
®T) P(O’t)exp ;[0 (SVI)[ (s.ysi)dydsdy
m Tt
x exp|-Y, f f o (s,v;))dW (s)dv (69)
=129

t

L t
P(O,I) lz 2 . m .
7P(D P !’1; d,S § : O S,T; dW Y

( ,t) 2,-:1 { ( Z) ‘3 { P( l) z( )

Hvis nu det antages, at de enkelte led 1 for 1 € {1,2,...,m} 1 volatilitetsstrukturen kan faktoreres
op 1 to dele, hvor den ene del athanger af det aktuelle tidspunkt t, og den anden del athenger
af lobetiden T, saledes™:

o’ (t,T;i) = Wt;)H(T;i)  for alle i ¢ [1,2,....m] (70)

er det muligt at omskrive formlen for obligationsprisen pé felgende méde:

2 Hvor dette preecis er tilfeldet, hvis volatilitetsstrukturen skal opfylde Markov egenskaben, se Madsen (1995c)
for et bevis heraf.
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o
5
|
=
R
5
2
"d
Elvgt

Tt
f f h(s;1)*H(v;i) f H(y;i)dydsdv
10 1)

t

m T
X exp E f H(v;i) f h(s; z)dW(s)dv

Det, at volatilitetsstrukturen kan opdeles pa ovennavnte made, er af Brenner (1989) vist er
betingelsen for, at den ukendte parametervektor, som beskriver volatilitetsstrukturen, kan esti-
meres ved anvendelse af eksempelvis observerbare obligationspriser.

Maden denne estimation i praksis gribes an pa er ved at prisfastsette P(t,T) som en funktion
af andre obligationer P,(t,K), fori ¢ {1,2,...,m}. Hvor m er antallet af obligationer anvendt til
at estimere parametervektoren og K er en vektor af m-unikke lgbetider. Disse obligationer
P,(t,K) kan i den forbindelse betragtes som en slags "benchmark"-portefolje, forstdet pad den
made, at de obligationer som udvalges skal vere prisfastsat "korrekt">.

Dette medforer altsd, at givet volatilitetsstrukturen kan opsplittes efter formel 70, er det muligt
at prisfastsatte obligationer uden at foretage nogen som helst antagelser omkring
risikopreemieparameteren. Obligationer kan altsa i dette framework, under visse betingelser,
ogsa prisfastsattes "uathangigt" af preferencestrukturen. Principielt foretages pris-
fastsattelsen her relativt - dvs at obligationer prisfastsattes relativt i forhold til prisen pa
fordringerne i denne "benchmark"-portefolje. Denne "benchmark"-portefolje kommer derfor
til at fungere som den i markedet observerbare praferencestruktur.

En uheldig egenskab ved denne fremgangsmade er selvfolgelig det forhold, at formel 70
setter en reekke restriktioner pd valg af funktionel form for volatilitetsstrukturen. Eksempelvis
kan det naevnes, at den lineaer udvidet eksponential model ikke opfylder dette krav, da det ikke

er muligt at foretage opsplitningen fra formel 70 pa leddet ce ™7 ~# - 9’

Antagelse nr. 3

Givet at volatilitetsstrukturen opfylder kriteriet fra formel 70 kan obligationsprisen
udtrykkes pa folgende form:

By praksis er problemet, at der ikke kan observeres nulkuponobligationer med en leengere lobetid end 9 maneder.
For at kunne anvende denne metode i praksis er det derfor nedvendigt at estimere disse nulkuponpriser, der skal
anvendes, med de deraf afledte problemer se bl.a. Madsen (1994b).
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m Tt v
Pe1) = 20Dy -3 [ [HssiR 3D [Hzidydsdy
- 10

i=1

P(0,0) P s
T
i f H(v;i)dv . ) )
e D e G| { H(s:iyH(v:i) [HO:i)dydsdy
f H(v)dv ! s
| ¢
Bevis:
Ud fra formel 71 kan folgende relation udledes:
- Tt v :
P(0,7) _ 2 .
.- ln( W) R
le f f W(s;)dW(s) = Y, .
o

T
f H(v;i)dv

Lad der nu eksistere en portefolje af m-nulkuponobligationer P,(t,K) forie {1,2,...m} - den
sakaldte "benchmark"-portefolje.

Forskellen mellem den forventede effektive nulkuponrente og den realiserede effektive
nulkuponrente pa tidspunkt t for en nulkuponobligation, der udlober pa tidspunkt K, er givet

P(0.K) P(O.K)
- InP(t,K) 1 = E[RtK)] , hvor
P(0,1) P(0,0)

med den forventede effektive nulkuponrente.

ved dR (1K) =1

1 og med at venstre side (det stokastiske led) i formel 73 er uafheengig af restlobetiden,
betyder dette, at det stokastiske led kan blive udtrykt ved priserne pd en portefolje af
nulkuponobligationer pd tidspunkt 0 og t samt volatilitetsstrukturen.

Dette betyder altsd, at det stokastiske led i formel 73 kan duplikeres ved anvendelse af
minimum en m-dimensionel "benchmark"-portefolje, sdledes:

Kt v ]

. dR(tK) - f f h(s;i)>H(v;i) f H(y;i)dydsdv
h(s;))dW (s) = Lo :

> [ { (sHdl(s) = 3 E (74)

f H(v;i)dv
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Ved indscettelse af denne relation i formel 71 folger formel 72 direkte, hvilket hermed
fuldforer beviset.

Qed.

Ud fra formel 72 folger direkte, at det ved anvendelse af en "benchmark"-portefolje P,(t,K),
for

ig {1,2,...,m} er muligt at estimere parametrene i en pradefineret volatilitetsstruktur uden
kendskab til preeferencestrukturen. Det skal her pointeres, som ogsa navnt ovenfor, at antal

fordringer i "benchmark"-portefoljen minimum skal veere lig med antal ukendte parametre™.

9. Fastleggelse af den implicitte Volatilitetsstruktur®

I dette afsnit vil jeg kigge nermere pé de ligevaegtsbaserede modeller for at undersoge,
hvorledes den implicitte volatilitetsstruktur optrader. Dette vil jeg gore i et generelt fra-
mework for herefter at vise, hvorledes volatilitetsstrukturen er i nogle specifikke
rentestrukturmodeller.

I den forbindelse er jeg specielt interesseret 1 den klasse af rentestrukturmodeller, som
medforer, at der eksisterer en analytisk lesning for obligationspriser.

Den klasse af rentestrukturmodeller, jeg her vil betragte, er dem, hvor prisfunktionen kan
skrives pa folgende form:

P(t,T) - eB(t) + Ay (75)
Hvor 7 er restlgbetiden, dvs T-t.

Pga. randbetingelsen, som for obligationer siger at P(T,T) = 1, betyder dette endvidere, at
A(T,T)=B(T,T)=0.

Denne parametriske klasse af modeller kaldes for eksponentielle affine
rentestrukturmodeller®®.

7 Appendix A er der vist, hvorledes dette estimationsprincip kommer til at se ud, hvis det er Vasiceks
volatilitetsstruktur der betragtes. Der bliver her vist, at det alternativt er muligt at anvende spotrenten som duplike-
ringsparameter for praferencestrukturen i en en-faktor model.

2 Alle de ligevaegtsmodeller, der bliver betragtet i dette afsnit, er behandlet mere uddybende i Madsen (1995a),
hvortil der henvises for yderligere information.

%6 S bl.a. Brown og Schaefer (1991) og Duffie (1993).
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Denne generelle formulering indeholder bl.a. Cox, Ingersoll og Ross (1985) og Vasicek
(1977) modellerne.

Givet relationen fra formel 75 er det endvidere muligt at finde rentestrukturen saledes:

B A
R(t,T) = _ﬂ _ A@)r 76)
T T
og forwardrentestrukturen som:
riD) = -Bn) - 4 0r )
2
dP(t,T) = SP(t’D + SP(t’I)u + lSP(t9DG2r20 dt
ot or 2 5’,2
+ —SP(t’T)r"GdW
or (78)
og dr =«x[0 - rldt + or°dW
hvor
1
o € [0;—
[ 2]

Betragt nu felgende generelle proces for obligationspriserne i en en-faktor rentestrukturmodel:
Ved anvendelse af det risikofri arbitrageargument kan den segte parabolske
differentialligning, som alle fordringer P(t,T) skal tilfredstille for at udelukke arbitrage
muligheder, formuleres som:

SPED) |, SPUT) |, 1SPUT) 202

St & M2 52
- rPt,T) = 0 (79)
hvor
My =0 - T

Ved at anvende formel 75 pa 79 og ved samtidig at antage ,, og o er tids-homogene, fas:

“B(1) - A(r + A, + %A 2 - r = 0 (80)

Hvor dette betyder, at forwardrentestrukturen kan skrives som:

PET) = 7 - A, - %A 2 2262 @81)
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Herudfra er det indlysende, at A(t) har en ikke ubetydelig indflydelse pé rentestrukturens
udseende. Det skal yderligere nevnes, at ved anvendelse af eksempel Vasiceks udtryk for
driften p og for 0=0, og ved derefter at indsette udtrykket for den risikoneutrale drift p,,, vil
dette resultere i, at formlen bliver af samme udseende som formel 62, da det som bekendt er
sdledes, at r = r'(t,t).

Ved anvendelse af relationen for spotrentestrukturen fra formel 76 kan det bl.a. udledes, at
udseendet for volatilitetsstrukturen for spotrentestrukturen er fundamentalt defineret ved
A(7), séledes™:

ox(tT) = cr"aRg’I) - Ao (82)
s T

Hvor det tydeligt fremgér, at -A(t)or’ kan betragtes som et varighedsmal - dvs et udtryk for
volatiliteten 1 obligationspriserne. Endvidere viser formel 82 ogsd, at relationen mellem pris-
og rentevolatilitet generelt kan skrives som:

SAt.T)
D

T

ox(tT) = (83)

hvor D, er varigheden pé tidspunkt t pa en nulkuponobligation, der udleber pé tidspunkt T.

Hvis nu Cox, Ingersoll og Ross” model betragtes i dette framework vides det, at -A(t) og B(7)
har felgende udseende:

7 Maden at indse, at denne relation er korrekt, er ved at huske, at spotrentestrukturens volatilitet for Vasicek
modellen er givet ved folgende relation:

T
o —xr
ou(tT) = _t[O'F(t,v)dv = E[l -e™
som indikerer, at A(T-t) i Vasicek modellen har felgende udseende:

A®) - %[e ]
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¢’
B(t) = ¢,ln L
(Pz(eq)lT - 1) + 9
og
()
A(x) = e 1
0T
%(e - 1) + 0, 84
for (84)

9, = (@ + A + 20

0 = ofe ¢ 2 0)
20p

¢y = o2
Ved anvendelse af udtrykket for forwardrenterne fra formel 81, og vel vidende at o = 0.5 og
I' = Ar for CIR-modellen, er det muligt at finde et udtryk for forwardrentestrukturen. Den
proces der driver forwardrentestrukturen findes herefter ved anvendelse af Itos lemma og
giver folgende resultat:

darf(t,T) =

2
A~ @ + 2y + 1] - %&r—SA&(T) - %GZA 2(r)uM] dr

ot

(85)
- oﬁ(A(r)(K L) + %&A 2(7) + l)dW

Heraf fremgér det tydeligt, at volatilitetsstrukturen indeholder risikoparameteren A, som har
den implikation, at det ikke er muligt at prisfastsatte afledte fordringer uden forudgaende
kendskab til preferencestrukturen.

Det er endvidere heller ikke umiddelbart indlysende, om CIR-modellen opfylder betingelserne
for fastleeggelse af driften i HIM's framework. Jeg skal dog ikke her prove pé at kontrollere
dette, da CIR-modellen under alle omstandigheder ikke er forenelig med de basale antagelser
1 HIM's framework. Dette eftersom prisfastsattelse af afledte instrumenter ikke kan foregé
uden forudgéende kendskab til praferencestrukturen®.

Ud fra det foregdende kan det konkluderes, at volatilitetsstrukturen for forwardrentestrukturen
for henholdsvis Vasicek -og CIR-modellerne har folgende udseende:

2% Se HIM (1991) afsnit 8.
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GI;(I‘,T) = ce

& . (86)
Ocr(tT) = oy Ak +3) + ~AX@” + 1

Disse volatilitetsstrukturer kan imidlertid ogsa findes pa en mere intuitiv made ved direkte
anvendelse af formel 80.

Det er nemlig saledes, at losningen af relationen fra formel 80 kraever, at alle de led som er en
funktion af r er lig nul samtidig med, at de resterende led ogsa er lig nul®.

Lad mig ferst skrive formel 80 helt ud:
-B(1) - A(D)r + AD)B - A(v)xr - AT
. %A 2 - r = 0 (87)

Vasiceks model findes ved at sette I' = Ao og o = 0. Hvorimod for CIR galder, at ' =Ar og o
=0.5.

Dette betyder, at volatiliteten i forwardrentestrukturen kan skrives som™:

o'(t,T) = -4 A{Dor?

[A(T)K}" + AT - %A or2e? + r (88)
= or °
’
og dermed volatiliteten i obligationspriserne:
T
ot = - fAs(t,s)dsr"c (89)
t

og volatiliteten i rentestrukturen kan hermed skrives som:

2 3¢ Madsen (1995a).

3% Det er selvfolgelig séledes, at kun de led i denne relation som indeholder r er relevante, de resterende falder
principielt bort.
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T
op(t,1) = _Di fAs(t,s)dsr °c 90)
Tt

hvor or® er volatiliteten i spotrenten.

Det er selvfelgelig ogsad muligt at opstille et udtryk for den implicitte volatilitetsstruktur i
andet end en-faktor rentestrukturmodeller. Hvis nu der eksempelvis betragtes den klasse af to-
faktormodeller, hvorom det gelder, at prisfunktionen kan skrives pa folgende form

P(LT) = ¢CO * 4K + BOX0 ©1)

Hvor t = T-t, dvs er et udtryk for restlabetiden, og X (t) for i={1,2} er den gjeblikkelige vaerdi
af tilstandsvariablene. I den forbindelse kan forwardrentestrukturen udtrykkes saledes:

rfD) = -Clr) - A{DX,(©) - BADX,() (92)

En raekke modeller passer ind i dette framework, bl.a. Longstaff og Schwartz (1991), Vasicek
og Fong (1991) og Longstaff (1989). Det skal dog papeges, at Longstaff (1989) modellen ikke
er en to-faktor model, men derimod en en-faktor ikke-linear rentestrukturmodel.

Som naevnt tidligere i dette afsnit er det ogsd muligt at finde forwardrentestrukturen ved at
tage udgangspunkt i den sogte parabolske differentialligning, som alle fordringer P(t,T) skal
tilfredsstille for at udelukke arbitragemuligheder.

Hvis nu eksempelvis Vasicek og Fong modellen betragtes, kan det vises, at
forwardrentestrukturen kan udtrykkes pé folgende made, hvis der tages udgangspunkt i den
endelige partielle differentialligning:

rF(,T) = -A@r - B@V - AQLV - BEOMEV

- JAGRY + SBOPEV + AQB@EVD - 7 ©)

hvor dr = k(0-r)dt + V**dW, og dV = y(w- V)dt + EV>3dW,, og p er et udtryk for korrelationen
imellem de to Wiener processer dW,, for i={1,2}. Alternativt vil forwardrentestrukturen for
Longstaff modellen have felgende udseende:
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Fery = daeey » LB@D £ o0 16%B@|, . 1B@|*
rien) = 4@ 2ﬁ1mﬁ 21 - o 7 A() o

hvor dr = (6*/4 - xr’”)dt + or**dW.

Pa tilsvarende made kunne udtrykket for forwardrentestrukturen hvad angar Longstaff og
Schwartz modellen ogsa opstilles, dette vil dog af pladshensyn ikke blive gjort her.

Volatiliteten i rentestrukturen for Longstaff modellen for X,(t) = r og X,(t) = r*° kan skrives
saledes:

- o A® | 1B0)
o (t.T) 0\/;[ . 5 or

_ A - 1BO)
rc‘/; 210

95)

Hvis dette udtryk sammenlignes med formel 82, ses det tydeligt, at ulineariteten har den
implikation hvad angér spotrentestrukturens volatilitet, at der er et ekstra led som fungerer
som modellens ulinearitets afsmittende indvirkning pa volatilitetsstrukturen. Med dette udtryk
1 handen er det efterfolgende, med kendskab til de tidligere udledte relationer, relativt simpelt
at finde udtrykket for volatiliteten i henholdsvis obligationspriserne og forwardrenterne. Dette
vil dog ikke blive gjort her, da den principielle forstielse af denne grund ikke vil blive bedre.

Hvis det derimod er volatiliteten i spotrentestrukturen, for disse to to-faktor modeller, man
onsker at finde, vil det indledningsvis vare interessant at starte med at betragte de partielle
afledte af R(t,T) med hensyn til henholdsvis r (den risikofri rente) og V (volatiliteten i den
risikoftri rente). Dette vil for tilfeeldet Longstaff og Schwartz modellen kunne udtrykkes
sédan®":

cmmn=—ﬂ?wm+éV+«1—@V—m]
og (96)
¢m+§V-%ﬂl-®V-m

orELT) = _@ i £

Hvor oy(r,t,T) og ox(0,t,T) skal indikere, at prisfunktionen er blevet differentieret med hensyn

3 Udtrykket for rentestrukturens felsomhed over for endringer i volatiliteten er fremkommet ved at anvende Itos
lemma p4 processen V3.
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til henholdsvis r og 6=V°?, og hvor det gelder at X,(t) =r og X, = V. Den totale volatilitet i
spotrentestrukturen kan hermed skrives som summen af disse to usikkerheder, som giver
folgende udtryk:

oyrot.T) - —@wnr F TV + 0 - BV - ]

©7)
- P - WO
-

Igen her er det med udgangspunkt i denne relation muligt at finde volatilitetsstrukturen for
obligationspriserne og forwardrenterne.

Et interessant forhold skal her fremhaves. Hvis volatiliteten i spotrentestrukturen for
Longstaff modellen sammenlignes med volatiliteten i spotrentestrukturen for disse to to-faktor
rentestrukturmodeller, ses det, at de er identiske af udseende. Dette betyder, at introduceringen
af ulinearitet 1 spotrenteprocessen har den (eller méske mere precist - kan have den)
implikation, at antallet af faktorer burde kunne holdes nede. Hvis man i stedet for at bevage
sig 1 det traditionelle lineare framework bevager sig over i det ikke-lineare framework, er det
méske muligt at fa defineret rentestrukturmodeller, som tillader tilstreekkelig nuancerede
former og hvor antallet af faktorer kan holdes nede. Det jeg her teenker pé er, at selv om stort
set alle (som naevnt tidligere) empiriske analyser pad variationen i rentestrukturen viser, at der
skal 3-4 faktorer til at f4 beskrevet hele dynamikken i rentestrukturen, er det maske muligt at
definere ikke-line@re to-faktor modeller til beskrivelse heraf. Dette kunne vere et alternativ til
at beveege sig over i 3-eller 4-faktor lineaere rentestrukturmodeller.

En sidste modeltype, der i forbindelse med fastleeggelse af den implicitte volatilitetsstruktur
vil blive diskuteret, er multifaktorversionen af Vasiceks en-faktor model - nemlig Langetiegs

(1980) model.

Det generelle prisudtryk i en m-faktor Vasicek model kan vises at have felgende udseende:

P@T) =
[-’QE L - ¢ B NQ D - Q7] - DT - ) - 3T - T + o DDV a(T - 0]
exp
for
T = of[QEE e & 770 - (DD)1SST(D N e 98)
og
. ) E—l —lssT -1 TE—l . B
Yy = _Tg[g —e ET t)] Q = (%) [! +e E(T t)]_cho
= + =
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for dX(t) = (b + DX(t))dt + SAW(t), og b" = a' - SAT, hvor dette altsa er den risikojusterede
diffusionsproces. For ovenstiende formel galder det, at A er en vektor af risikoparametre, SS”
er kovariansmatricen, Q er en ortogonal matrice som 1 sgjlerne indeholder egenvektorerne for
matricen D, E er en diagonal matrice med D matricens egenvardier, I er enhedsmatricen, X(t)
er en vektor indeholdende den aktuelle verdi af de enkelte tilstandsvariable og ® er en vektor
med et ettal (1) i forste position og nuller (0) i resten. Endvidere kan det indses, at dette udtryk
vil degenerere til Vasiceks prisudtryk for D =«, X(t)=r,S=0,a=x0, A=A og o= 1.

Dette udtryk kan omskrives saledes, at det kommer pa en form som grangiveligt minder meget
om prisudtrykket for Vasiceks en-faktor version, saledes:

PtT) =
[-afQE L - ¢ B “NQMR(0) - QW] - Rew@l@la)T - 1) - 2[E + 7]
exp
for
T = (DTQZE—I[g _ e_g(T_t)]Q—lD—lSST(D—I)TQ
1 log T, T 1 (99)
o | ET0ISST(0 HYE- o
s - T[l—eé(T t)] Q QO [l+e£(T t)] Ty
o QI E+E I [OM0)
og

1

R(=33) = Db - -DSSTD '

hvor R(;;;) 1 matrixform repraesenterer den langsigtede vaerdi af de enkelte tilstandsvariable.
Yderligere skal nevnes, at R(~;;m) betyder, at den sidste matrice i R(e;;;) skal udvides med et
produkt fra hejre - nemlig ®. Endvidere skal det noteres, at R(«;0";0";0) betyder, at den
forste matrice skal udvides med et produkt fra venstre - nemlig ®", og den anden matrice skal
udvides med henholdsvis et produkt fra venstre - nemlig ®" og et produkt fra hgjre - nemlig o.

Hvis nu jeg genkalder formel 75 og foretager folgende omskrivning:

P(t,T) - em—TE(T)Q + (D—TA(T)XO‘)Q (100)

Hvor Q er en vektor med samme l&engde som o kun indeholdende ettaller (1).

Det er nu muligt med kendskab til relationen fra formel 82 at finde et udtryk for volatiliteten i
spotrentestrukturen, som kan skrives saledes:

ox(tT) = - : SQ (101)
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som kan vises at betyde, at A(t) far felgende udseende:

-E(T - 0

4k) = QE'[e - o~ (102)

Alt 1 alt betyder dette, at volatiliteten i spotrentestrukturen kan udtrykkes pa folgende made i
denne multifaktor normalfordelte rentestrukturmodel:

T, E—l T - “ET - D7+ -1
oan - =L e oo (103)
T

Volatilitetetsstrukturen for obligationspriserne kan hermed findes saledes:

-ET - 0

10-50 (104)

SH(t.T) = 0'QE[] - e

Slutteligt kan man finde et udtryk for volatiliteten i forwardrentestrukturen ved at differentiere
op(t,T) fra t til T, som giver folgende udtryk:
of(t,T) = @’Qe

“ET -9

Q150 (105)

som kan ses at ville degenerere til volatilitetsstrukturen i forwardrenterne for Vasiceks en-
faktor version for D =«, S =0 og 0= 1.

Det er nu muligt at definere denne proces i Heath, Jarrow og Mortons framework, saledes:

-E(T - KT - -E(T -

dr 7Ty = [Qe B TPQISQEI - ¢ BT TP\ 'S1dr + Qe BT P lSd(1) (106)

som her er formuleret i sin risikoneutrale form.

Hvis jeg slutteligt kort skal relatere denne gennemgang til Duffie og Kans (1993) multifaktor
affine rentestrukturmodel (formuleret i det gaussiske framework), skal det papeges, at
udtrykket for B matricen fra formel 100 kan findes baglans i og med, at formen pa matricen
A kendes og prisudtrykket ogsa er kendt.Til sidst skal det n@vnes, at den gaussiske
multifaktormodel ogsa er behandlet i Karoui og Lacoste (1992).
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10: Invertering af spotrenteprocessen

Indtil nu har der vaeret antaget, at drift-og diffusionsparametrene i spotrenteprocessen har
varet tidshomogene.

Denne foruds@tning vil jeg lette pd og derved betragte spot-renteprocessen i et lidt mere
nuanceret framework. Disse betragtninger vil tage sit udgangspunkt i Hull og White
(1990b)/(1993), som var de forste der introducerede tidsathengigheden bl.a. ved at foresla en
udvidet Vasicek- og CIR-model.

Udover at vaere en indlysende udvidelse af dette framework er dette ogsd en méde, hvorpé de
ligevagtsbaserede modeller kan udvides til at fitte initialrentestrukturen og initialvolatili-
tetsstrukturen, som jeg nedenfor vil gere rede for.

Jeg vil her betragte folgende generelle spotrenteproces:

dr = Woe().rH)dt + o(r,)dw (107)

Hvor p(e) er driftskoefficienten, der kan vere en funktion af tiden og renten samt af en
tidsathengig funktion @(t), o(*) er diffusionskoefficienten, der kan vaere en funktion af tiden
og renten, og dW er en Wiener-proces med folgende egenskaber (dW)* = dt, dtdW = 0 og (dt)*
=0.

Under den forudsatning at driften er defineret som pw(e(#).r.t) = o) - xr og

o(r,t) = o(Or?° fis den udvidede Vasicek model ved at sa@tte 0=0, og den udvidede CIR-
model ved at sa&tte 0=0.5".

Under hensyntagen til renteprocessen fra formel 107 kan formel 87 skrives pa felgene form:
~B (1) - A(@r + A@W[e(® - I'D] - A(D)xr
; %A 2Wr2eX(t) - r = 0

for (108)
ue@.tr) = o) - xr
0g
o(rt) = o(O)r?°

Jeg vil 1 den efterfolgende del hovedsageligt beskeaftige mig med den udvidede version af
Vasiceks model, eftersom det ikke umiddelbart ser ud til, at der er nogen analytisk lesning for
den udvidede CIR-model, se Hull og White (1990b) og Jamshidian (1993a).

32 For k=0 og 0=0 kan dette endvidere ses at vare den kontinuerte tids version af Ho og Lees (1986) model.
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Af Hull og White (1990b) er det vist, at ved at introducere en tidsathengig parameter i
driftskoefficienten er det muligt at f4 processen til at matche initialrentestrukturen, og hvis der
samtidig inkorporeres en tidsathengig diffusionskoefficient, er det yderligere muligt at
matche initialvolatilitetsstrukturen. Dette vil blive belyst nedenfor.

Lad mig for nervarende analyse betragte spotrenteprocessen for den udvidede Vasicek
model, sdledes:

dr = [o(t) - xr]dt + o(t)dW (109)

I Hull og White (1990b) er det vist, at henholdsvis A(0,T) og B(0,T) kan udtrykkes som en
funktion af 6(0), initial rentestrukturen og den "observerede" volatilitetsstruktur af enten spot-
eller forwardrenterne over lebetidsspektret O til T.

Det forste step 1 den forbindelse er at udtrykke B(t,T) og A(t,T) ved henholdsvis A(0,T),
B(0,T), 5(0), x og (t).

I den forbindelse skal formel 108 differentieres med hensyn til t, saledes:

-B(v) - 4, (r + A@le(®) - TO)] - 4(xr + ADA()r*c*(?) = 0 (110)

Hvis nu denne partielle differentialligning opsplittes i to, en hvorom det gelder, at r indgér i
hvert led, og en med resten, siledes:

-B(v) + A@[e(®) - T(O)] + AWA)*(®) = 0 (111)

0g
-4 (r -A(Oxr =0 112)

Nu vides det, at forwardrentestrukturens volatilitetsstruktur er defineret ud fra A(t) (og
dermed volatilitetsstrukturen for henholdsvis obligationspriserne og rentestrukturen). Dette
betyder, at det er specifikationen af A(t), vi er specielt interesseret i.

Ved at anvende formel 112 i forbindelse med de led i formel 108 der indgar et r i, er det
muligt at eliminere k, sdledes at A(t) kan skrives som:

A @A) + ADA0) + 4D = 0
- A - -0 AD) (113)
4,

Losningen til dette udtryk med hensyn til randbetingelsen at A(T,T)=0, er af Hull og White
(1990b) vist, giver folgende udtryk for A(t):
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_A©.]) - A(0)

A = A0,0)

(114)

Det vides, at forwardrente og obligationspris volatilitetsstrukturen relaterer sig pa folgende
made til A(t) (se formel 89 og 90):

o't T) = -o(4 A7)
og (115)
op(t,T) = -o(H)A(7)

Hvilket er et velkendt resultat, nar rentestrukturmodellen tilhegrer klassen af eksponentielle
affine rentestrukturmodeller, se Duffie og Kan (1993) og Brown og Schaefer (1991).

Nér A(7) er defineret er det muligt at fa defineret den udvidet Vasicek models
volatilitetsstruktur for henholdsvis obligationspriserne og rentestrukturen, saledes:

6,(0,7) - 6,(0,0)
66,(0,0)

ot (116)

6,(0,7) - 6,(0,0)
c"(0,)

cp(t,T) = o)

= op(t,T) = o(t)

Dette medforer, at volatilitetsstrukturen for rentestrukturen far felgende udseende:

| D;64(0,7) - Dog(00)
86,(0,6) (117)

o t.T) = "i’)
640.0) + D,

Ved anvendelse af formel 88 er det endvidere muligt at finde volatilitetsstrukturen for
forwardrenterne, som giver folgende resultat:

o"(0,7)

" (t.T) -
1) = o) 00

(118)

I og med at A(t) kendes fra formel 114 er det kun udtrykket for B(t) der mangler at blive
fastlagt. Det kan vises, at B(t) har folgende udseende™:

3 Se Appendix B.
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T % 2 T v
_ L, 2kr - )| [ kT - ) = (o HT -V [T - 9 o(s) -
B(7) 5 f e [ e o(s)ds| dv [ e [ e [o(s) - T'ldsdv  (119)

t

Hvor det kan vises under hensyntagen til at parametrene i spotrenteprocessen fra formel 109
er konstante med @(f) = k0 og I'(t) = Ao, degenererer denne til en spotrenteproces af formen
dr(t) = [x[8 - 7] - Aoldt + odW, - dvs Vasiceks risikoneutrale spotre

betyder, at A(t) og B(1) far folgende udseende:

AED) = e -0 - q
K

B.D) = <11 ~ e “IRE) - (T - DR() - %{1 - 0P

for

_g- M _ 1o
R(=) = 6 >

(120)

K

Forwardrenterne 1'(t,T) kan nu findes ved anvendelse af formel 77, som giver folgende
resultat:

rf@,T) = -Br) - A (v)r
Sfor
A t) = e -0
2

T T
BA7) = %e KT -0 f efT = Io(s)ds| - e M9 f e = Ip(s) - T)ds
t t

(121)

Herefter kan et udtryk for den stokastiske proces for forwardrenterne fas ved anvendelse af
Itos lemma pa formel 121, séledes:

dr "(t,T) = -B,(v)dt - A (Vrdt - A (t)dr (122)

som ved indsettelse heri af formel 109 resulterer i, at folgende omskrivning kan foretages®:

drF 1) = [-A(De@® - r[ATt(t)— A ()] - BTt(‘c)]dt

- A D)o(O)dW (123)

3* Hvor formel 123 kan ses at ville degenerere til formel 63 for o(t) =«0, ' =6k og o(t) = o.
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Det ses nu, at volatilitetsstrukturen for forwardrenterne generelt kan udtrykkes som:

40D _ 50D

o’(t,7) = o(f)
&1 = ot A0,0) o"(0,6)

(124)

som er identisk med formel 118 foroven.

Specifikation af A(t) er mere generel, end det der er nedvendigt, nar k er tidsuathaengig, da
T
A(7) i dette tilfaelde kan udtrykkes som A(t) = f e T~ 9ds = l[e -]
K
t
her er opstillet geelder faktisk ogsd 1 det tilfaelde, hvor k er tidsath@ngig, altsd k = k(t). Den
T

eneste forskel er, at k(T - t) skal udskiftes med f K(s)ds
t

Som indledning til den udvidede Vasicek model papegede jeg, at hvis parametrene i processen
for spotrenten blev gjort tidsafthengige, kunne de ligevaegtsbaserede modeller "fittes" til
aktuelle markedsdata, dvs. modellerne kunne gores markedsforme.

Antagelse nr. 4

A(0,T) for alle T kan findes ud fra en fastlaeggelse af den forventede fremtidige
volatilitet for den risikofri rente (diffusionskoefficienten) samtidig med, at enten
volatilitetsstrukturen for obligationspriserne, rentestrukturen eller
forwardrentestrukturen fastlaegges. Hvis det er volatilitetsstrukturen for
rentestrukturen man onsker at anvende er udgangspunktet formel 117. Hvis alternativt
man valgte at tage udgangspunkt i volatilitetsstrukturen for enten obligationspriserne
eller forwardrenterne, ville udgangspunktet henholdsvis skulle vaere formel 116 og 118.

Herefter kan B(0,T) for alle T findes ved at anvende enten rentestrukturen eller
diskonteringsfunktionen - nemlig ved at tage udgangspunkt i enten formel 76 eller 75,
givet A(0,T) for alle T.

Bevis:

Lad os nu antage at A(0,T) onskes fastlagt ved simultan anvendelse af volatiliteten i den

risikofri rente og volatilitetsstrukturen for obligationspriserne. Det vides fra formel 115, at
volatiliteten i obligationspriserne kan udtrykkes som:

opx(t,T) = ~o(NA.T) (125)
som for t = 0 medforer, at A(0,T) kan findes som:
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0
AQO,T) = —66— (126)

Hvor denne relation gor os i stand til at fastleegge/estimere k.

I og med at obligationspriserne i initial situationen kan skrives som

P(O,T) — eB(O,T) + A(0,Dr (127)

Altsa B(0,T) kan bestemmes givet obligationspriserne P(0,T) og A(0,T), sdledes:
B(0,7) = InP(0,7) - A(0,T)r (128)

Hvor dette udtryk gor det muligt at bestemme ¢(t) og o(t)”.

Pa tilsvarende vis kan beviset gennemfores ved i stedet for at bruge volatilitetsstrukturen for
obligationspriserne at der eksempelvis tages udgangspunkt i volatilitetsstrukturen for
forwardrenterne. Dette overlades dog til lceseren.

Qed.

Indtil videre har udgangspunktet vaeret en en-faktor stokastisk proces med en tidsathaengig
drift parameter til at matche initialrentestrukturen og en tidsathangig volatilitetsparameter til
at matche initialvolatilitetsstrukturen.

Hvad angar det at inkorporere en tidsathaengig volatilitetsparameter i den stokastiske proces,
er dette ikke altid at foretreekke 1 og med, at det betyder, at de fremtidige volatilitetsstrukturer
ikke er stationzere, hvilket ikke er enskvardigt. Hvis der derimod forudsettes, at
volatilitetsparameteren er tidsuathaengig kan dette i praksis betyde, at
initialvolatilitetsstrukturen ikke bliver fuldstendig korrekt beskrevet. Dette er maske et

3% Det er dog i den forbindelse vist af Rogers (1993), at der ikke kan garanteres en unik lgsning til dette problem
ihvertfald ikke i kontinuert tid. I forbindelse med fastleeggelsen af disse tidsatheengige parametre har Rogers side 97
folgende indvending "..,the estimation of the model from data is not practical. Firstly, the yield curve is not some nice
smooth curve known at all positive real points; in practice, it is only known at a limited set of maturities (typically
10-20), with dubious accuracy of measurement. Any procedure which requires repeated differentiation of this
"curve" cannot be expected to work. Secondly, even if one could obtain estimates of the functions k, 6, o from the
data, there is no reason why we should get consistent estimates if we performed the same analysis of the term-
structure as it appears one week later!". Hvad angar det forste punkt er det muligt, ihvertfald i diskret tid, at opna
estimator for den ukendte parametervektor. Hvis man nu forestiller sig, at funktionerne A(t) og B(t) @ndrer sig
signifikant over tid, er det selvfolgelig narliggende at forkaste modellen som verende af ingen praktisk verdi. Dette
er dog fejlagtigt i og med, at det er nedvendigt at sondre mellem det at opstille "modellen” for dynamikken i
rentestrukturen og det at definere en model der genererer fornuftige resultater for en lang reekke af renteathaengige
fordringer. Hvor approachet med at invertere spotrenteprocessen tilharer den sidste klasse.
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mindre problem med det forhold in mente, at initial situationens korrekte volatilitetsstruktur
under alle omstaendigheder ikke kendes. Det bedste man kan hébe pa er at anvende den
implicitte volatilitet for eksempelvis handlede europaiske optioner. Hvis vi nu antager, at
initialvolatilitetsstrukturen kan fastlagges eksplicit, ville det formentlig nok vare muligt at
foretage et rimeligt match heraf selv uden at introducere en tidsathengig volatilitetsparameter.
Et krav hertil er formentlig, at volatilitetsparameteren tillades at tilhere en bredere klasse af
volatilitetsstrukturer end de traditionelle® (hvor de traditionelle som bekendt tilhorer folgende

klasse o(r,T7) = or”’ , for 0 > 0 (nul)).

Naér det er initialrentestrukturen der skal matches tages der traditionelt udgangspunkt i at
introducere en tidsathaengig parameter 1 driftspecifikationen. Lad mig i stedet for dette
subjektive og traditionelle valg kigge lidt neermere pa, om andre metoder ogsé kunne tenkes
at vaere anvendelige.

Feynman-Kac’” lesningen reprasenterer initial prisen pa en nulkuponobligation der udleber pa
tidspunkt T, sdledes’®:

i
- fr F(0,5)ds

| (129)
e

P(0,7) = E,

Hvor E, er den risikoneutrale forventningsoperator pé tidspunkt 0. Den risikoneutrale
spotrenteproces under det nye sandsynlighedsmal er givet ved folgende stokastiske proces:

dr = [o(®) - xrldt + o(dW = wr,Hdt + o(t)dWv (130)

Hvor Girsanovs teori identificerer det nye sandsynlighedsmal som di# = dW - T'dt

T
Definer nu u =T - At, sdledes at det er muligt at approksimere f r £(0,5)ds med
0
f r£(0,8)ds + r(T)At , for r(T) defineret som:

0

3% En neermere analyse af dette vil dog ikke blive foretaget her, derimod vil der blive diskuteret hvorledes den
tids-athangige spotrenteproces kan fittes til markedspriser ved anvendelse af en diskretiseringsteknik der tillader
mere nuancerede volatilitetsparametre.

37 For hvorledes den partielle differentialligning relaterer sig til Feynman-Kac lgsningen se Duffie (1992)
Appendix E. Hvor det ogsa er navnt, at Feynman-Kac lesningen generelt gar under navnet "the probabilistic
solution".

¥ De overvejelser der her foretages er hovedsageligt taget med udgangspunkt i Uhrig og Walter (1994).
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r(D) = r(u) + Wru)At + c(W)AW (131)

Dette betyder, at formel 129 kan omskrives til:

- fr F0,8)ds - HDAt

| (132)
e

P(O,T) = E,

som er kontinuert i p(r,u), se Uhrig og Walter (1994) Appendix A.

Hvis det nu antages, at pu(r,t) op til tidspunkt t <u er blevet fastlagt i de tidligere step saledes,
at de diskonterede obligationspriser pr. konstruktion matcher de aktuelle markedspriser for
alle P(0,y) for y < t <u. Givet at diskonteringsfunktionen er postiv og faldende for alle 0 <t <
T, eksisterer der en unik funktion p(r,t) som resulterer i, at de diskonterede obligationspriser
vil matche de aktuelle obligationspriser. Hvor dette, som navnt tidligere, kan gores ved at
introducere en tidsathaengig parameter i driftspecifikationen. Her er der to muligheder, enten
kan markedsrisikoparameteren I'(t) vaelges at vaere tidsathangig eller som der traditionelt
gores ved introducering af en tidsafthangig parameter i processens drift (@(t)).

Et interessant forhold skal her naevnes, og det er, at Heath, Jarrow og Morton (1991) i afsnit 8
viser, at hvis der i CIR-modellen introduceres en tidsafhangig parameter i
driftspecifikationen, er det ikke muligt at matche alle typer af initialrentestrukturer pga det
forhold, at der i CIR- modellen er indeholdt den restriktion®’, at 2x0(t) > 6*. Denne
argumentation er selvfolgelig korrekt, nar en tidsathangig parameter introduceres i
driftspecifikationen. Dette vil derimod ikke vare tilfeldet, hvis markedsrisikoparameteren
veaelges at veere tidsathengig.

Det kan altsa indses, at det at introducere en tidsathangig parameter i specifikationen af
driften for p4 den made at matche initial rentestrukturen i visse tilfeelde kan have nogle
uheldige konsekvenser. Et andet problem med det traditionelle approach er, at en modificering
af modellens drift kan resultere i, at en "korrekt" formuleret model bliver transformeret om til
en set fra et ekonomisk synspunkt meningsles model.

Det at gare markedsrisikoparameteren tidsathaengig kan da ogsé indses at vare pracis den
indfaldsvinkel, der blev anvendt i afsnit 8 (samt i Appendix A), her blev praferencestrukturen
nemlig duplikeret ved at anvende noterede priser/renter. Endvidere anvendte Madsen (1995b)
ogsa indirekte dette approach i1 opstillingen af SOR-modellen, hvor et afkastmal under det
oprindelige sandsynlighedsmal blev defineret. Her blev markedsrisikoparameteren nemlig
direkte fundet ud fra initialrentestrukturen, de definerede shift-funktioner, rentestrukturens
haeldning og rentestrukturens krumning, se afsnit 6 i na&vnte papir.

3% Hvor denne restriktion sikrer, at renten ikke kan blive negativ, og stammer fra betingelsen fra Feller (1951).
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Med hensyn til prisfastsettelse af afledte renteathengige fordringer (sdsom optioner) er der
yderligere en fordel ved at kalibrere modellen til aktuelle markedspriser ved at lade
markedsrisikoparameteren vare tidsathaengig. For det forste vil dette betyde, at den afledte
effekt pa optionsprisen af en fejlspecifikation af prisen pé det underliggende instrument vil
vere elimineret®. For det andet vil prisen pa optionen vere direkte relateret til observerbare
faktorer - sdsom renteprocessens parametre og de aktuelle markedspriser. Altsé i stedet for at
foretage deciderede antagelser om preferencestrukturen kan der pa afledte fordringer beregnes
priser, der er praeference-frie - dvs. priserne er baseret pa valide praeferencer taget direkte fra
markedspriserne pa obligationer. Dette dog under den antagelse, at den valgte stokastiske
proces med "succes" evner at beskrive dynamikken i rentestrukturen®'.

Hvis nu man vil relatere denne udvidede Vasicek model til HIM's framework, er det muligt
ved anvendelse af udtrykket for forwardrenternes volatilitet for formel 118 at opstille den pro-
ces der driver forwardrenterne, saledes:

dr F(t,7) =
&2(0) 6“(0,D)[c,(0,7) - 6,(0,0] ot oF(0,7) ol
(67 0.0 of'(0,0) (133)
+ G(t) M dW
67(0,0)

Hvor denne relation kan ses at ville degenerere til formel 63 i tilfeldet, at o(t) er tids-
homogen.

Helt i stil med Vasiceks oprindelige formulering af den tids-homogene version bliver
preferencestrukturen heller ikke i den udvidede Vasicek model eksplicit bestemt.

Det fremgér af formel 133, at det ikke er nedvendigt for I'(t) er vere konstant men sagtens
kan veaere tidsathangig.

Formel 133 kan yderligere omskrives saledes:

0 og med at nulkuponobligationer generelt ikke kan observeres i markedet, er betingelsen for denne pastand, at
det er muligt at estimere disse under hensyntagen til at prisresidualen = 0. Dette kan ikke generelt anses at vaere
tilfeldet, se Madsen (1994b).

My Appendix C er der anvist to diskretiseringsmetoder som gor det muligt at matche henholdsvis initial
rentestrukturen og initial volatilitetsstrukturen (hvis det enskes). Den ene metode bygger pa Hull og White (1994),
hvorimod den anden bygger pa Kijima og Nagayama (1995). Hvor det yderligere gzelder, at Kijima og Nagayamas

metode er konstrueret under hensyntagen til, at volatilitetsstrukturen kan tilhere en rigere klasse end o(»,T) = or®
for o > 0 (nul)).

47



Arbitragefri modellering af rentestrukturdynamikken

PFQT) = PROT) + d&(s) o"0.DleA0.D) - GP(O’S)]] _ c(s)[M (s)|ds
0 t (GF(()’S))Z 0,5) (134)
v [o(s) SOD |y
A 0,s)

Dette udtryk kan relateres til Babbs (1990)/(1993) modelformulering. Babbs specificerer
forwardvolatilitetsstrukturen som o (¢,7) = G/(T)y(?) , for G(0) =0, y(0) = 1, og hvor G'

representerer den afledte af G( ). I denne modelformulering betyder det, at
obligationsprisvolatilitetsstrukturen kan skrives som

T
opt.T) = ch(s,T)ds = [G(T) - GOy . Dette indikerer, at for
defineret séledes:
G(T) = ¢"(0,D)
P ) (135)
Y(® 0.

kan formel 134 ses at vaere forenelig med Babbs volatilitetsstrukturformulering. Dette betyder,
at formel 134 kan skrives pa folgende méde i Babbs framework:

rfeD = rf0,0 + G'(D f [G(D) - G(s)IY(s)ds

’ S (136)

- G'(D f T(s)ds + G(T) f Y(s)dW(s)
0 0

som er identisk med Babbs (1990) formel 43 side 126.

Hvor spotrenteprocessen hermed kan skrives séledes*:

r(t) = rf0.0 + G f [G(H) - GOW(s)ds - G(r) f [(s)ds + G'(r) f Y($)dW(s) (137
0 0 0

Den stokastiske proces der driver spotrenterne kan nu vises ved en anvendelse af Itos lemma

2 Det kan i den forbindelse udledes, at HIM-versionen af Vasicek modellen fremkommer for

G(H) =e™, y(t) = ce® og T(f) = Ao
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pa formel 137 at have folgende udseende:
_ G /
dr = w@Odt + —=2[Wo) - r@ldr + G(yOaw()
G'(H)

o Jor t (138)
wo = rfo,n + G f [G(r) - GO (s)ds - G'(1) f I'(s)ds
0 0

Hvor dette kan ses at vere et udtryk for en generel mean-reversion proces.

Det kan altsa i den forbindelse konkluderes, at den udvidede Vasicek model fra Hull og White
(1990b) kan findes som et special tilfelde af Babbs mere generelle modelformulering®, for
G(t), y(t) og I'(t) defineret saledes:

t

- [x(s)ds
G(D) = e
K(s)ds
10 = otoe® (139)
[T)ds = |GXO[IGW - G Eds - [ulols)r)ds|—
0 0 0 G’

Det kan altsa konkluderes, at der i Hull og Whites udvidede Vasicek model er indeholdt en
implicit antagelse om, at markedsrisikoparameteren er af ovenstiende form*.

Det kan ud fra det foregdende indses, at maden hvorpa de ligevaegtsbaserede modeller gores
markedskonforme er ved at gere parametrene i spotrenteprocessen tidsafthangige. Dette
betyder nemlig, at den observerede rentestruktur og volatilitetsstruktur kan matches fuldt ud.

De arbitragebaserede modeller er i modsatning hertil konstrueret til at veere markedskonforme
1 og med, at de pr. definition matcher initial rentestrukturen. I de arbitragebaserede modeller
bliver endvidere den funktionelle form pé volatilitetsstrukturen eksplicit bliver fastlagt.

Hvis man holder sig i det gaussiske framework, betyder dette endvidere, at det for en lang
raekke afledte instrumenter er muligt at finde sdkaldte analytiske lesninger. Hvor dette
selvfolgelig bade gelder hvis man definerede modellen i det ligevegtsbaserede framework og

* Hvor dette ogsa er papeget/vist af Babbs (1990) side 94-96.

** En sadan konsekvens hvad angér markedsrisikoparameteren er endnu et forhold der treekker i retning af ikke at
matche initialrentestrukturen ved at introducere en tidsathengig parameter i driftspecifikationen, men derimod ved at
lade markedsrisikoparameteren veere tidsathengig.
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i det arbitragebaserede framework™®.

10: Konklusion

I dette papir har jeg analyseret det modelframework, som blev introduceret af Heath, Jarrow
og Morton (1987)/(1991). Med udgangspunkt i processen for spotrenterne og
obligationspriserne og under antagelse om at volatilitetsstrukturen var deterministisk, fik jeg
opstillet den proces som forwardrenterne bliver drevet af.

Den risikoneutrale forwardrenteproces blev i den forbindelse ogsé udledt. Det viste sig for det
forste, at driften i den risikoneutrale forwardrenteproces var fuldt ud defineret, nar forst
volatilitetsstrukturen for forwardrenterne var fastlagt. For det andet viste det sig, at en entydig
fastleeggelse af processen for spotrenterne ikke ville veere nok til at identificere
obligationspriserne, dette vil nemlig forst vaere muligt, nér den funktionelle form pa
praferencestrukturen er kendt. Dette blev pavist ved at vise, at spotrenteprocessen for Vasicek
modellen kunne duplikeres ved eksempelvis en spotrenteproces af Ho og Lee typen og et
passende valg af funktionel form pé praeferencestrukturen.

Derefter foretog jeg en gennemgang af en rakke af de i litteraturen foresléede
volatilitetsstrukturer og opstillede i den forbindelse et udtryk, som indeholdt disse som
specialtilfaelde, og hvor nye endvidere kunne specificeres.

Det blev vist, at det var muligt at estimere volatilitetsstrukturen i et HIM framework ved at
anvende nulkuponobligationspriser. Kravet til dette var, at det skulle vaere muligt at
faktorisere volatilitetsstrukturen op i to dele. Hvor den ene del kun var en funktion af
initialtidspunktet og den anden del kun en funktion af lebetiden, dvs volatilitetsstrukturen
opfyldte Markov be-tingelsen.

Den sidste del af papiret beskaftigede sig med, hvorledes det var muligt at finde den
implicitte volatilitetsstruktur pd i traditionelle ligevaeegtsmodeller. Udgangspunktet var her den
type af rentestrukturmodeller, der tilherer de eksponentielle affine rentestrukturmodeller.

* Dette betyder dog ikke, at det ikke kan veere muligt at finde analytiske lesninger til en lang reekke af de afledte
fordringer i et andet framework end det gaussiske. Jeg har dog endnu ikke set, at det har vaeret muligt i de
tidsathangige ligevaegtsbaserede modeller at finde f.eks. analytiske udtryk for optioner pé obligationer andet end i det
gaussiske framework. Dette indikerer selvfolgelig, at hvis man i det ligevaegtsbaserede framework ensker at matche
initialrentestrukturen og initialvolatilitetsstrukturen, og ikke er sa glad for antagelsen om, at renterne er
normalfordelte, er det nedvendigt at ty til eksempel numeriske lesningsmetoder for at vere i stand til at prisfastsatte
afledte instrumenter. En i praksis populer metode at gore de ligevagtsbaserede modeller markedskonforme er ved at
holde sig i det tids-homogene framework, og herefter fitte rentestrukturen ved anvendelse af det analytiske udtryk for
obligationspriserne. Denne metode er selvfolgelig teoretisk set i strid med selve modelformuleringen, men adskiller
sig dog ikke fundamentalt for maden, f.eks. Black 76 modellen til prisfastseettelse af optioner anvendes i praksis. Den
fremgangsmade er bl.a. anvendt af Madsen (1994b).
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I forbindelse med gennemgangen blev der ogsa vist, hvorledes relationen var imellem
volatilitetsstrukturen for forwardrenterne, obligationspriserne og spotrenterne.

Dette blev gjort for en reekke en-faktor modeller, nemlig Cox, Ingersoll og Ross (1985),
Vasicek (1977) og Longstaff (1989). Hvad angar to-faktor modeller blev Longstaff og
Schwartz (1991) og Vasicek og Fong (1991) berert, og slutteligt blev den multifaktor
gaussiske rentestrukturmodel med udgangspunkt i Langetieg (1980) ogsa behandlet.

Slutteligt blev der med udgangspunkt i Hull og White (1990b)/(1993) vist, hvorledes det ved
at introducere en tidsafthengig parameter i driftspecifikationen og i volatilitetsspecifikationen
var muligt at mache bade initialrentestrukturen og initialvolatilitetsstrukturen. Der blev i den
forbindelse argumenteret for, at det nok ville vaere at foretraekke, at antage at
markedsrisikoparameteren var tidsathangig i stedet for at introducere en tidsathaengig
parameter i driftspecifikationen, nér initialrentestrukturen skulle matches. Yderligere
argumenterede jeg ogsa for, at det ikke kan anbefales at lade diffusionskoefficienten veare
tidsafthengig. Dette eftersom de fremtidige volatilitetsstrukturer ikke er stationaere.

Hvad angar den udvidede Vasicek model fra Hull og White (1990b)/(1993) blev den
omskrevet til HIM's framework, og her blev det vist, at denne modelformulering var et

special tilfzelde af Babbs (1990)/(1993) mere generelle formulering af en tidsafthaengig proces
indeholdende mean-reversion.
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Appendix A

Givet at volatilitetsstrukturen for forwardrenterne kan faktoreres op i to dele, hvor den ene del
athenger af det aktuelle tidspunkt t, og den andet del afthanger af lobetiden T, séledes*:

* Dys. opfylder Markov egenskaben, se Madsen (1995c¢).
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o’ (t,T) = h(OH(T) (140)

er det muligt at udskifte praeferenceparameteren for obligationsprisfunktionen saledes, at
observerede obligationspriser kommer til at fungere som den i markedet observerede
preferencestruktur.

Hvor dette i henhold til formel 72 medferer, at de resterende obligationspriser kan
prisfastsettes relativt i forhold til observerbare obligationspriser og den parametervektor, der
definerer volatilitetsstrukturen - altsé prisfastsettelse af obligationer foregér principielt uden
kendskab til praeferencestrukturen.

Lad mig for god ordens skyld genkalde formel 72:

peq) = PODoyy f f h(s)2H(v) f H(y)dvdsdy

P(0,f)
f H(v)dv . (141)
X exp —;7 dR(t.K) - f f h(s)2H(v) f H(y)dydsdy
f Hw)dv

her vist 1 det en-dimensionelle tilfelde.

Hvis det nu er Vasicek modellen der betragtes vides det, at volatilitetsstrukturen for forward-
renterne har felgende udseende:

of'(t,T) = ce ™ -9 (142)

Hvor det tydeligt fremgar, at en faktorering 1 henhold til formel 140 er mulig.

Ved indsettelse af dette i formel 141 medferer det, at den bliver af folgende form:

Pe1) = PODex 4y - BE g[dk(tm ALK)]

POY T B(
Jor
D -
B(tX) = K[e e™] Jor X =TK (143)
og

AitX) = i[(ekf - 1)(e XX - o
4
-4 - D™ - e™)] for X=TK
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Den mest interessante egenskab ved at vere i stand til at foretage en sddan faktorisering af
volatilitetsstrukturen er, at dette gor det muligt at estimere de parametre der beskriver
volatilitetsstrukturen ved at anvende hele informationen i rentestrukturen.

Dette er i modsetning til den traditionelle made at estimere volatilitetsstrukturen i HIM
modellerne pd, hvor der generelt anvendes optionspriser - se bl.a. Amin og Morton (1993) og
Miltersen (1993).

Hvis man derimod "ngjes" med at betragte den klasse af modeller hvorom det galder, at
volatilitetsstrukturen kan faktoriseres op i henhold til formel 140, betyder dette, at man bliver

i stand til at estimere volatilitetsstrukturen over hele lebetidsspektret.

I stedet for at anvende en obligationspris til at duplikere praeferencestrukturen med kunne der
alternativt veelges spotrenten.

Argumentationen er som folger:

Processen for spotrenten kan i henhold til formel 47 og under hensyntagen til Markov
antagelsen fra formel 140 skrives som:

r(@t) = rF(0,f) + f o (s,0) f ol (s,v)dvds + H(f) f h(s)dW(s) (144)
0 K] 0

Dette betyder, at den stokastiske part kan udtrykkes som:

t

r(@6) - rF(0,) - f of (s,)0p(s,)ds
0

{ h(s)d(s) = o (145)
Alt 1 alt medfoerer dette, at obligationsprisen kan skrives saledes:
P@T) - 1; ((‘())Z;’ exp —?zh(s)zfl(v)f:}[(y)dydsdv
?H(v)dv . (146)
X exp _tH—(t) x |r(t) - rF(0,6) - { 6" (s,0)0(s.)ds

Hvor dette udtryk givet volatilitetsstrukturen fra formel 142 kan vises at give folgende
resultat:
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a1 = POD e s - 111 - e M) - #7004 - mith)]
K

P(0,7)
for
2
AT = :—Kj[(em - D™ - e - 4™ - 1)e™ - e™)] (147)
0g

_é _ 5, _l _ 52 _ 2
m(tt) = K2[(1 e™) S —e 1 - 1]

Et interessant spergsmal kunne vare - hvorledes relaterer dette sig til indfaldsvinklen i
Jamshidian (1991a)?

Lad os ferste omskrive formel 146 saledes:

pa1) = POD ey f f o (5,9)0,(5,v)dsdv

P(0,9)
z 148
f o'(0,5)ds t (148)
x exp| ————— x |r(®) - r(0,6) - [c/(s.,0)0,(s.0)ds
"(0.9) { P
T
f o(0,5)ds
Hvor sterrelsen ? af Jamshidian (1991a) er benavnt "forward-duration". Dette
(89)
udtryk kan vises at vaere identisk med Jamshidians formel 29, saledes:
T 2 T
v(0,) f 67(0,5)ds f o7(0,5)ds
P(t,I) = Mexp —l ! - ! [r(t - rF(O,t)]
P(0,1) 2 Sf (0 o7(0,0) (149)
for

T
v2(t,T) = f [o%(t,5))%ds

Hvor beviset af pladshensyn overlades til leeseren.
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Et sidste punkt, der her er interessant at fremhave, er, at det faktisk kan indses, at formel 147
(og dermed formel 149) er identisk med det analytiske udtryk i Hull og White modellen for

of'(t,T) = ce ™ 9 . Det analytiske udtryk for Hull og White modellen er i Hull (1993)
404 udtrykt séledes:
P(tT) = A(t,1)e P&
for
- pXT -9
BeD = L=°
(150)
og
P(0,7) 8InP(0,0) 6 T kt12[ , 2Kt
InA(t,7) = mn——=—+= - B(t,]) - e -e e™ -1
@) POD ®7) 51 418[ I ]

Det ville dog have vearet &kvivalent at have opstillet enten relationen fra formel 147 eller
resultatet fra Jamshidian (1991a), da disse udtryk ogsa angiver prisen pd en
nulkuponobligation under hensyntagen til, at spotrenteprocessen er defineret som:

dr = [o(t) - xr]dt + cdW

At vise at formel 147 og 149 er identisk med det analytiske udtryk for Ho og Lee modellen (se
Hull (1993) side 403) for "(t,7) = o er trivielt og overlades til laeseren.
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Appendix B

Lad os betragte folgende risikoneutrale stokastiske proces:
dr() = [¢(®) + xr - I'ldt + o(H)dW, (151)

Hvor ¢(t) og o(t) er tidsathaengige parametre.

Formel 151 kan omskrives sdledes:

d(e*r(t)) = e*[[o(t) - Tldt + o()aw)] (152)

Heraf fés:

t

r®) = e lry + [eCllols) - Tlds + o()dW]] (153)
0

Dette er en gaussisk proces, hvorom det gelder, at:

E[r(®)] = e™ry + [e*[o(s) - Tlds]
0
og (154)

t

V[r@)] = e 2 f e®o(s)ds

0

Hvor dette indikerer, at afkastet pa en t-periode obligation Z(t) = R(t)t kan skrives séledes:

Z(f) = f r(s)ds = N(m,v)
0

for
ka@+f“mw—mmw (155)

0

2
v

t
- —2kv ks ()d d
{e {e o(s)as v
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Slutteligt kan prisen P(0,t) skrives som:

m, lVt
P(0,f) = E[e ] = ¢ 2 (156)

Generelt medforer dette, at der kan opstilles felgende udtryk for prisen P(t,T):

P@,T) = eB&D + BaDro]
Jor
T
A(t9D = —fe HT - s)ds
1

T

: . 2 (157)
BT = 5 fe “2KT - V) fek(T' 9o(s)ds

av

1

T v
- fe'k(T"’)fek(T's)[(p(s) - T]dsav
1 1

Appendix C
Lad os indledningsvis betragte folgende stokastiske proces:

dx = oxdr + codW (158)

Hvor henholdsvis a og ¢ er de tidshomogene drift- og diffusionskoefficienter og dW er en
Wiener proces. Hvis det forudsettes, at A er markedsrisikoparameteren for x, kan det vises, at
en eventuel afledt fordring f(x,t) ma tilfredstille folgende partielle differentialligning:

£ty + . (@hlo - o] + %x 2% () = rfind) (159

Hvor fodtegnene repraesenterer partielle afledte og r er den risikoftri rente. Det fremgér heraf,
at hvis x er prisen pa en aktie der ingen dividende betaler, vil formel 159 reducere til Black og
Scholes (1973) partielle differentialligning.

For nerverende vil vi antage, at denne stokastiske proces skal approksimeres ved at anvende
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den eksplicitte finite differencemetode®’. Forst defineres et grid i @ndringer i x og t, sdledes:

og (160)
Loty + ALty + 2A¢,......T

Hvor x, og x,, er henholdsvis den mindste og sterste vaerdi for x der vil blive medtaget i
approksimationen, t, er initial tidspunktet og T kan principielt set forstds som varende
identisk med udlebsdatoen pa den afledte fordring f(x,t). Lad mig nu definere t, = t, + 1At og
X; = X, + jAx. Den eksplicitte finite differencemetode resulterer i, at de afledte i formel 159 for
node (i-1,j) kan approksimeres ved*:

f;‘J+1(x>t) B f;J_l(xat)

J;(x,t) = T
e = 0 _Af_u(x’t) (161)
£ gy = T @D+ Ty @D - 260
xx (Ax)2

Hvilket ved indsattelse i formel 159 og under hensyntagen til, at prisen f, ;(x,t) kan bevage
sig til £, ,(x,1), £;(x,1), f;;,,(x,1), kan vises at give folgende resultat:
fya@D|_ Anfa - ho] |, 1 A2
1 +rAt  2Ax 2 (Ax)
ﬁ,j(x’t) [ Atx?c?
+ 1 -
1+ rif| (Ax)
fin@D| Ao - Aol | 1 Arr2c?
+ + - =
1+ rA  2Ax 2 (Ax)

fi—l,j(x’t) =

(162)

hvor sterrelserne kan forstds som henholdsvis sandsynligheden for at bevaege sig fra node
(i-1,j) til node (i,j-1) osv, séledes at folgende omskrivning kan foretages:

71 praksis er der dog nogle stabilitetsproblemer, hvad angar denne metode. Den er dog kun valgt i og med, at det
principielle i denne metode ligger tat op af det princip, der vil blive anvendt i forbindelse med approksimationen af
en tidsathaengig spotrenteproces. I praksis ville det nok for naervaerende problem vere at foretrackke at anvende enten
Crank-Nicolson finite differencemetoden eller den implicitte finite differencemetode med en LU dekomponering, se
bl.a. Clewlow (1992).

8 Hvad angar henholdsvis maden hvorpé de afledte bliver approksimeret i henholdsvis Crank-Nicolson metoden
og den implicitte metode henvises til Clewlow (1992).
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f;_l’j(xat) = ﬁ[pi,j—lﬂj—l(x’t) + pjﬁ](xat) + pi,j+lf;,j+1(xat)] (163)

For de enkelte sandsynligheder defineret som de respektive kantede paranteser i formel 162.
Det kan ud fra dette konkluderes, at p;; ;, p;; 0g p;;;, kan forstds som sandsynlighederne for at
bevage sig fra node (i-1,j) til enkelte nodes (i,j-1), (i,j) og (i,j+1) over perioden At og i en
verden, hvorom det gelder, at driften er lig o - Ac. Det ses ud fra dette, at den eksplicitte finite
differencemetode er &kvivalent til trinomialgitter approachet.

Fra Hull og White (1990a) vides det, at en tilstraekkelig betingelse for, at denne metode vil
konvergere, er, at p, ;;, p;; 0g P; 4, €T positive (og pr. definition summer til en (1)) ndr At og
Ax - 0. Fra formel 162 ses dette at veere opfyldt hvis:

. A’
(Ax)®
og (164)

x20? x20?

- <x[la - Ao] <
” [ ]

1

Hvor den simpleste procedure for at der kan opnas konvergering er at lade At og Ax ~ 0 pé en

sddan méde, at Al forbliver en konstant og er mindr%énd , se Hull og White
(Ax)? x2c?

(1990a).

Lad os nu betragte et tilfaelde hvor der fra node (i-1,j) kan springes til (i,j-1) ,(i,j) og (i,j+1).
Sandsynlighederne for at bevage sig til hver af disse nodes skal fastlagges pa en sddan méde,
at middelverdien og variansen af @ndringer i x over intervallet At er korrekt i greensen At - 0.
De ligninger der skal vare opfyldt er felgende:

piJ_l(i - 1)Ax + pu]Ax + piJ+1(i + 1)Ax = Ei[x]
Pyl = DX + pj %) + pyyaG o+ DX(Ax) = E[x?] = [Efx]P (165)
Piyy ¥ Py + Py =1

For E[x] = x[a - Ac]Af og Ei[xz] = x2ismgsigma’*At
sandsynligheder er defineret ved:
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| P o B 1
P ” 2% AT ey T ey
2E, E x|
py=1-j2+2 BT x2S 166

Ax (Axy? (Ax)y?
| P o I 1 R e
p ij+1 2% J [1 2] ] Ax + (Ax)2 (Ax)2

Hvor j = 0 implikerer, at prisen i naste periode enten kan forblive uforandret eller andre sig
med +/- Ax*.

Et sidste forhold skal her fremheves. Det er, at Hull og White (1990a) argumenterer for, at det

2
x2c’At = 1 = Ax = xoy/3At . Dette sikrer nem]

(ax? 3
muligt at finde et j, sdledes at sandsynlighederne er positive.

er at foretrekke at definere

Nu er den fundamentale ide bag den eksplicitte finite differencemetode blevet specificeret (og
derved for trinomialgitter approachet) for det tilfzelde, at alle parametrene i den stokastiske

proces er tidshomogene, samt under den implicitte antagelse at x felger en geometrisk Wiener
proces, dvs x er defineret som processen for aktieprisen i en standard Black og Scholes model.

Lad mig derfor betragte folgende generelle en-faktor spotrenteproces:

dr = Woe(@).rH)dt + o(r,)dw (167)

Hvor p(°) er driftskoefficienten, der kan vaere en funktion af tiden og renten samt en
tidsathengig funktion @(t), o(*) er diffusionskoefficienten, der kan vare en funktion af tiden
og renten, og dW er en Wiener proces med folgende egenskaber (dW)* = dt, dtdW = 0 og (dt)*
=0.

For at kunne anvende det forrige princip direkte kraver det (eller mere pracist det er mere

" Dette har den implikation, at hvis gridet bliver valgt saledes, at A1 - 10g kan det i

AxY? x%?
at dette vil degenerere til Cox, Ross og Rubensteins (1979) binomialmodel. Da dette betyder, at p;;= 0 (se formel
162) og Ax = xoy/At séledes at restriktionerne i formel 165 kan vises at fa folgende udseende:

(1 - p¥ + pu = EJx]
(1 - p)d* + pu® = E[x*] - [E[s]P

for u = xo\/At og d = -xGy/ At . Dette udtryk ses nemt at resultere i Cox, Ross og Rubenste
binomialmodel.
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efficient), at volatilitetsparameteren o(r,t) er konstant™.
Da det vides, at i = o(rtT) d—W séledels—a{ , er det relevant at defin
aw dr o(r.0)
nye funktion®":
xW = o(r(0),0) f 1 dr (168)
o(r.0)

Hvor driften for x findes ved anvendelse af Itos lemma, séledes

x, + wWo@),rx, + %o(r,t)zxﬂ =W, . Processen for x kan hermed indsc

form:

de = v, + (o T _ 15660).0)0 (0 it
o(r.)

, 2 (169)
+ o(H(0),0)dW = pdt + o(r(0),0)dW
Lad os nu antage at p(@(¢),r,t) = ¢(f) - xrt og at diffusionskoefficienten er uatheeng
renten, sdledes at formel 169 far folgende udseende:
0 o(0) _
= |x, + [o@®) - Kr]Tt) dt + o(0)dW = pdt + o(0)dWw
o
for (170)
x, =0, —G(O)dr
o(f)

I trinomial approksimationen af dette udtryk vil der ikke blive taget udgangspunkt i metoden
fra Hull og White (1993) men derimod den mere efficiente metode fra Hull og White (1994)>2.

I denne procedure konstrueres trinomialgitteret i en to step procedure. Det forste step er at
konstruere et gitter under hensyntagen til at o(t) = 0, dvs formel 170 far folgende udseende:

%% Dette gjaldt principielt ogsa for aktiepristilfeeldet, der indledningsvis blev betragtet, saledes at den variabel
e@ndring man her ville anvende var Inx = y

3! Jamshidian (1991b) anvender samme indfaldsvinkel. Pa nar at han ikke definerer en ny variabel x, men
derimod formulerer den med udgangspunkt i Wiener processen W. Dette betyder, at han kan finde driften i
spotrenten, da W = 0. Grunden til dette er, at han fokuserer pé at konstruere den klasse af spotrentemodeller hvorom
det geelder, at r = W(r,t) og som kan identificeres ved en given volatilitetsfunktion o(r.t).

>2 Det skal lige papeges, at hvis man alternativt havde valgt at lade markedsrisikoparameteren veere tidsathengig i
stedet for at introducere en tidsathengig parameter direkte i driftsspecifikationen (se afsnit 10), vil det fundamentale i
de her anviste fremgangsmetoder ikke @ndre sig.
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dr = |x, - K‘r% - %G(O)Gt(t) dt + c(0)dW = udt + o(0)dW a7
o
Af praktiske arsager settes Ax = o(r(0),0)y/3A¢ . Yderligere er vardierne for x pd tidspu

1At defineret som jAX, fOT ji, < J < Jyaxe HVOT jii, OZ s €F henholdsvis det mindste og sterste
j pé tidspunkt iAt.

Vi definerer nu node (i,j) som den node, hvorom det gaelder at t = iAt og x = jAx. Det kan nu
vises, at de enkelte sandsynligheder kan findes ved anvendelse af formel 166 og under
hensyntagen til at j = 0 (dvs den symmetriske branchingproces) , séledes:

2
poy = L B[]
J 6 2| Ax (Ax)?
_ 2 _ [EP
Piay =3 7 (TY (172)
2
pn = Ly 1B ()
J 6 2| Ax (Ax)?
For E[x] = x At - kx%At , da r = x. Hvor dette udtryk for 6(t) = ¢ kan ses at deg
o

Hull og Whites (1994) formel naest nederst pa side 4. I deres approksimering defineres
yderligere to branchingprocesser hvorom det geelder, at j er defineret som henholdsvis +1 eller
-1. Hvor j = +1 er den stigende branchingproces og j = -1 er den faldende branchingproces. |

nedenstaende figur er vist udseende pa disse branchingprocesser for henholdsvis j € {-
1,0,+1}>.

3 Princippet for at skifte fra den ene branchingproces til den anden kan forklares som foelger: der defineres en j ;s
som den veerdi, hvor der skiftes fra den symmetriske til den faldende, og pga gittersymmetrien er -j y;; den veerdi hvor
der skiftes fra den symmetriske til den stigende. Hvor det af Hull og White (1994) er vist, under hensyntagen til, at de

enkelte branchingsandsynligheder skal vere positive, at j ., er defineret som et heltal mellem % og %
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Forskellige branchingprocesser i Hull-Whites trinomialgitter

j=-1 j=0 j=1
faldende branchingproces symmetrisk branchingproces stigende branchingproces
—

Det sidste punkt der nu mangler er at fastleegge den tidsathaengige parameter @(t) siledes, at
modellen pr. konstruktion fitter initialrentestrukturen. Ideen gér her ud pa at flytte de enkelte
nodes pé tidspunkt iAt med en sterrelse @, for alle i < n, séledes at gitterpriserne matcher
priserne pa de nulkuponobligationer der udleber pa tidspunkt nAt. Dette geres ved anvendelse
af forwardinduction. Dette princip vil blive gennemgaet nedenfor.

Det fremgéar ud fra det foregaende, at Hull og Whites teknik er mest anvendelig, nar det
geelder at volatilitetsparameteren er af folgende form o(r,7) = or ° , for 0 > 0 (nul). Da dette
betyder, at formel 168 far folgende udseende:

1-o0
! for o # 1
xr) =|1 -0 (173)
Inr for o =1

Lad os derfor kigge pa en noget mere generel metode til approksimering af tidsathangige en-
faktor rentestrukturmodeller. Udgangspunktet er her modellen fra Kijima og Nagayama
(1995), dog i en mere generel formulering end de betragter.

Forst genkaldes processen for x fra formel 158 (dog generaliseret), saledes:

dx = - xxdt + o(x,f)dW (174)

Under den antagelse, at r(¥) = 6(f) + x(¥) , hvor O(t) kan forstas som en shift-funktion med
den bibetingelse, at 8(0) = r(0), kan det indses, at spotrenteprocessen kan skrives pa folgende
form:

dr = 80dt + dx = [8(0) + x8() - wrldt + o(x,f)dW

Under hensyntagen til at driften for spotrenteprocessen i formel 167 er defineret som
we(),rt) = o) - xr , kan det ses, at shift-funktionen 6(t) og volatilitetsparameteres
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skal tilfredsstille folgende to relationer™:
6,0 + xB(1) = ()

og (176)
o(x.f) = o(x + 6(0).,0)
I forbindelse med diskretiseringen af formel 174 foretages folgende omskrivning™:
Ax, = -xx At + o(x;, + 0,IA)AW, 177

For At = T/n, x; = x(iAt), k; = k(iAt) og 6, = 8(iAt), for i = 0,1,2,.....,n.

Da det haves, at W, = W(iAt) og AW, = W,,, - W, kan folgende omskrivning foretages:
Ax,., = [1 - xAflx, + o(x;, + 8,iADAW, for n g [0,1,2,......,n-1] (178)

Hvis det antages, at der eksisterer et positivt tal a,, kan felgende sekvens defineres:

a, = o [l - kA = o1 - xAf (179)
a=1

Det antages nu, at state (i,j) er statet hvorom det galder, at t = iAt og X ;; = ja ;.

Eftersom fordelingen af AW, er ens des storre volatiliteten er, og des sterre bevegelsen i x er,
introduceres en positiv heltal step-storrelsesfunktion f3;;, som angiver stedet til a. Hvor dette
betyder, at x;,, ; kan antages at veere defineret ved folgende diskrete proces:

[1 - KiAt]xiJ. + BiJai med ssh. p, J
x = [1 - xAf]x, y med ssh. 1 - 2p, j (180)

i+ly

[1 - Kl.At]xU - Bw.ai med ssh. Dyj

>* Det kan i den forbindelse vises, at nar o(x,t) = o haves et analytisk udtryk for rentestrukturen i hvert eneste
node i trinomialgitteret. Hvor dette udtryk er identisk med formel 8 i Appendix A for 1F(0,t) udskiftet med 0(t), hvilket
ogsa kan ses at vere identisk med formel 12 i Kijima og Nagayama (1995). De udleder dog deres udtryk pa en anden
made end den jeg har brugt i Appendix A.

>> Hvor dette udtryk kan ses at vare defineret som om « ogsa er tidsathengig.
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Hvor p;; og B,; skal tilfredsstille variansbetingelsen:

o(x,. + 0.,iAf
p. = 1)06xy; *+ 8,801 (181)
T2 B0

o(x, ;t ) ,.,iAt)\/Kt

al

Da 0 < p;; < 1/2 betyder det, at Bi,f > som indikerer, at B;; er sti

stigningen i o(x;; + 0, 1At).
Nir B,; er kendt, er sandsynligheden p;; kendt fra varianskriteriet.

Da [l - Kl.At]xl. ;= Ja, og pga formel 179 betyder det, at node (i,j) brancher til node (i +
Bij), G+ 1)), A+ 1,j-B,)), sdledes:
(+1j+B) medssh p,;
Gf) =| G+ 1)) medssh.1-2p, (182)
(G +1j-B) medssh p,

Udover variansbetingelsen defineres folgende restriktioner pa step-sterrelsesfunktionen:

af + Bi,f) 2 joy

. . 183
a;’(] - BiJ) < Jo; 4 ( )
som for x;; = jo,, betyder, at der er folgende restriktion pa step-sterrelsesfunktionen™:
[l Ae
By > T & (184)

Hvor B;; kan antage et hvilken som helst positivt heltal der tilfredsstiller’” formel 184 og

(1 - kA,

% Formel 184 fremkommer pa folgende mide: da a, = og x;; = jo,; felger det fra formel 183, at

, J
B, = ] -1 hvor formel 184 folger direkte.
1 - kAz

°7 Som pépeget af Hull og White (1990a)/(1993)/(1994) er det enskvaerdigt i en trinomialmodel at sztte
branchingsandsynligheden omkring 1/6, sdledes at den ene restriktion for step-sterrelsesfunktionen bliver af felgende

o(x,, + 8,iAr)/3A1
Q.

1

udseende B, >
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o(x;; + 6 l.,iAt)\/Kt
>

ij
o,
i

Det ses tydeligt ud fra det forrige, at det er muligt at fastleegge langt flere forskellige
diffusionskoeffcienter end i Hull og Whites diskretiseringsformulering. Dette da det ikke er
nedvendigt at tage hensyn til det forhold, at et analytisk udtryk til formel 168 skal eksistere 1
og med, at der ikke foretages nogen variabel &ndring 1 Kijima og Nagayamas model.

Det sidste punkt er, hvorledes kalibreringen af trinomialgitteret foretages sdledes, at den
tidsathengige driftsparameter (6(t) 1 Kijima og Nagayama modellen og ¢(t) i Hull og White
modellen) skal fastleegges, for at trinomialmodellen pr. konstruktion matcher
initialrentestrukturen.

Dette vil blive gjort med udgangspunkt i Kijima og Nagayamas model, men det fundamentale
1 princippet er selvfolgelig ogsd anvendeligt for Hull og Whites model.

Lad os forste definere P(iAt) som den aktuelle pris pa den nulkuponobligation, der udleber pa
tidspunkt iAt, og Q;; som veerdien af et aktiv der betaler 1 krone, hvis vi ndr node (i,j) og nul
(0) hvis ikke vi nar node (i,j)**.

Det antages nu, at gitteret er genereret op til tidspunkt iAt. Lad nu q;, ; veere
transitionssandsynlighederne fra node (i,k) til node (i + 1,j). Da det gelder, at node (i + 1,j)
nas efter node (i,j) med sandsynligheden p;,, 1 - 2p;, eller p;;, hvis og kun hvis j=k - ;,, k=
j eller

1=k + B, har vi:

Pix hvisj =k + B, ellerj = k - B,
9y = 1 -2p, hvis k = j (185)

0 ellers

Q,,,; bliver beregnet i takt med, at gitteret bliver konstrueret ud fra folgende relation:

_ 1At
Oy = X Qe (186)

Jmin <J < Jmax

Hvor j,... 02 j.... € henholdsvis det maksimale og det minimale j pa tidspunkt i.

%% Det fremgér heraf, at Q,; er et Arrow-Debreu aktiv, hvor Arrow-Debreu prisen er den diskrete-tids-version af
Greens funktion.
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Eftersom r;; = x;; + 0, betyder det, at nér 0, bliver fastlagt, er Q,,; kendt for alle m < i + 1.

Fra definitionen af Q haves at:

P(E+2)A) = X O, (187)

Jmin €J < Jmax

Ved at udskifte i med i + 1 1 formel 186 og indsatte i formel 187 kan folgende udtryk for
P((1+2)At) findes:

P((+2)AD) = e ¥ Y g e (188)

Jmin €J € Jmax
Hvilket betyder, at folgende udtryk kan findes for 0., ,:

_ 1, P((i+2)A0)

0,
i+1 -
At § : Qi+1,je 11,78 (189)

Jrmin €7 < Jrnax

Hvor det ud fra det forrige kan ses, at det her anviste princip til fastleeggelse af shift-
funktionen er ved anvendelse af forwardinduction. Yderligere fremgér det, at formel 189
reprasenterer et analytisk udtryk for shift-funktionen for hver eneste "i" hvilket i kalibreringen
af gitteret klart foreger hastigheden®.

> Det kan slutteligt naevnes, at hvis k =0, p;;=1/2 og o(r,t) = o vil trinomialgitteret degenerere til et
binomialgitter, og vil mere precist vere identisk med binomialgitteret fra Jamshidian (1991b) under hensyntagen til,
at spotrenten er defineret som i den kontinuerte version af Ho og Lee (1986) modellen.
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